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Resumen: Este trabajo aborda el andlisis de las funciones que modelan
matematicamente el comportamiento de un Sistema de Tiempo Real (STR),
planificado por las disciplinas de prioridades fijas Rate Monotonic (RM) o
Deadline Monotonic (DM). Con este tipo de estudio, es posible razonar los
modelos que predicen el comportamiento del STR desde otro punto de vista, no
tradicional en la disciplina y por lo tanto, se pueden generar nuevos teoremas
para reducir el costo computacional (CC) de los métodos existentes.
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1 Introduccion

Numerosos trabajos han sido realizados en las ultimas décadas modelando el
comportamiento de los Sistemas de Tiempo Real (STR) planificados por la disciplina
de prioridades fijas RM o DM. El primer trabajo que presenta un modelo matematico
que permite predecir el comportamiento del STR fue realizado por Joseph y Pandya en
1986 ([1]). Con el modelo en [1] es posible predecir el comportamiento de un STR
planificado por la disciplina de prioridades fijas RM y calcular mediante el método
presentado el peor tiempo de respuesta de cada tarea.

En el presente trabajo se realizara un analisis tomando como base el modelo
presentado por Joseph en [1], dado que los modelos propuestos en trabajos posteriores
hasta la actualidad, en su gran mayoria son similares o modificaciones del mismo.

A continuacion se realiza una breve introduccion a los STR. Se puede definir
informalmente a un STR como aquél que necesita terminar una tarea o trabajo, antes
de un determinado tiempo denominado vencimiento. Estos se caracterizan por poseer
entre sus requerimientos funcionales el tiempo. Por otro lado, es aceptada por la
comunidad de la disciplina la definicion de Stankovic ([2]) que dice: “en los STR los
resultados no solo deben ser correctos aritmética y logicamente sino que ademds,
deben producirse antes de un tiempo determinado denominado vencimiento”.
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Dependiendo del vencimiento de las tareas, los STR se pueden clasificar en tres
tipos. El primero no permite que ninguna tarea pierda su vencimiento, por lo cual se
los denominan duros o criticos. El segundo permite que se pierda algunos
vencimientos, por lo cual se los denominan blandos. Por ltimo, la mayor difusion de
los STR ha requerido tipificar a aquéllos que permiten so6lo una determinada cantidad
de pérdidas especificadas bajo algiin criterio estadistico. Estos son denominados
firmes.

En los STR duros, la pérdida de un vencimiento en una tarea puede tener
consecuencias graves para la integridad del sistema, y posiblemente de su entorno en
el caso de que interactie fuertemente con el mismo, por ejemplo: avidnica, robotica,
etc. A fin de garantizar que todas las tareas terminen antes de su vencimiento es
necesario realizar un analisis de la planificabilidad del sistema. Si el test es exitoso, se
dice que el sistema es planificable y se puede garantizar el cumplimiento de todas sus
constricciones temporales.

En [3], se considera la planificabilidad de sistemas mono-recurso y multitarea. Se
entiende como mono-recurso, por ejemplo, a un Gnico microprocesador o un medio
fisico de transmision, el cual solo puede ser utilizado por una tarea o mensaje a la vez.
Existen dos formas de asignar las tareas al recurso. La primera forma es
predeterminada con anterioridad (estatica) y la segunda, que es la mas utilizada, se
basa en fijar una prioridad a cada tarea.

Una disciplina de prioridades establece un orden lineal sobre el conjunto de tareas
permitiéndole al planificador determinar en cada instante de activacion, que tarea
utilizara el recurso compartido.

Para formalizar el andlisis de planificabilidad, resulta necesario modelar al
conjunto de tareas en base a sus requerimientos temporales y sus interdependencias.
Usualmente se considera que las tareas son periddicas, independientes y apropiables.
Una tarea periddica, es aquélla que después de un determinado tiempo solicita
nuevamente ejecucion. La tarea se dice que es independiente cuando no necesita el
resultado de la ejecucion de alguna otra tarea, para su propia ejecucion. Finalmente se
dice que una tarea es apropiable cuando el planificador, puede suspender su ejecucion
y desalojarla del recurso en cualquier momento.

Generalmente los parametros de cada tarea, bajo este marco de trabajo, son: su
tiempo de ejecucion, que se nota como C;, su periodo 7; y su vencimiento D;. Por lo
tanto un conjunto S(n) de n tareas se encuentra especificado por S(n)={(C;, T}, D;),
(C2= TZ: DZ):"': (Cm Tm Dn)}

En [3] se demostrd que el peor esquema de generacion, para un mono-recurso, €s
aquél en el cual todas las tareas solicitan ser ejecutadas en el mismo instante y se
denomina instante critico o peor estado de carga. Se demostrd también que, si este
estado es planificable, el STR es planificable para cualquier otro estado, bajo la
disciplina de prioridades utilizada.

El factor de utilizacion (FU) de un conjunto de tareas duras S(n) determina el nivel
de utilizacion del recurso.

Este trabajo se divide de la siguiente manera: a continuacion se realizara una breve
introduccion a los STR, en la seccion 2 se presenta el modelo que describe la
evolucion del sistema, en la seccion 3 se expone un analisis de los PF'y atractores del
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modelo presentado en la seccion 2, en la seccion 4 se sefiala una posible mejora a los
métodos existentes y finalmente en la seccién 5 se presentan las conclusiones y
trabajos futuros.

2 Caracterizacion del Modelo

El modelo en [1] presenta una ecuacién trascendente, por lo tanto, la variable se
encuentra en ambos lados de la ecuacion y no puede ser despejada. A este tipo de
ecuacion también se la denomina de Punto Fijo (PF). Para encontrar una solucion, si
existe, se debe realizar un proceso iterativo. La ecuacion que se presentd en [1], con
un simple cambio de nomenclatura, fue la siguiente:

,w:cﬁ;zjﬂc,. S o=10) (1)

El método comienza a partir del instante critico ([3]). Las condiciones que
detienen al método son: 1) si la tarea analizada es planificable, entonces se encuentra
un PF tal que ¢ =¢""y t*' <D, 2) si la tarea no es planificable ¢*" > D, , es decir, no
se ha encontrado un PF antes del vencimiento de la misma en el intervalo (0,D:] o
puede no existir un PF debido a que el sistema es sobresaturado.

Todo PF es un atractor, por lo tanto comenzado el proceso iterativo, el mismo
evoluciona hacia él. Si consideramos un STR planificable, el método se detiene en un
PF que representa el tiempo de respuesta del subsistema S(i ). En particular como se
han considerado los peores tiempo de ejecucion (C)) se dice que es el peor tiempo de
respuesta de la tarea i o del subsistema S(i ). Diversos trabajos han sido publicados
con modelos equivalentes en [4, 5, 6, 7, 8].

Para analizar el modelo, es necesario presentar un breve resumen sobre la
caracterizacion de los modelos. Si se observa a la Ecuacion (1), f(¢) es una funcion
mondtona creciente y representa a un sistema dindmico, no-lineal, discreto y
deterministico, pero en las siguientes secciones se analiza esta afirmacion.

2.1 Funciones Monétonas

Una funcion entre dos conjuntos parcialmente ordenados se dice monotona si preserva
el orden, en otras palabras si x,yeR x<y= f(x)< f(»y) (mondtona creciente) o
x,yeR x<y= f(x)> f(y) (mondtona decreciente).
Una funcién mondtona de f:R— R con xeR , posee las siguientes propiedades:
1.  f(x) tiene un limite por la izquierda y por la derecha en cualquier punto de
su dominio de definicion.
2. f(x) Solo puede tener discontinuidades de salto.
3. f(x) Sélo puede tener una cantidad numerable de discontinuidades.
4. Si f(x) esuna funcion monoténica definida en un intervalo /, entonces f(x)
es derivable casi siempre en /, es decir, el conjunto de puntos x en / en donde
f(x) no es diferenciable tiene medida de Lebesgue 0 (es un conjunto vacio).
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5. Si f(x) es una funcién monoétona definida en un intervalo [a,b], entonces
f(x) es Riemann-Integrable.

La funcion f(¢), cumple con las 5 propiedades presentadas anteriormente y por lo
tanto es una funcidon monotona creciente. A continuacion se realiza el analisis:

1. La funcidon f(¢r) es mondtona creciente, dado que para cualquier £,/ eR
con h< L= f(t)f(t).

2. Existe el limite por izquierda y por derecha para cualquier z. La funcion
techo tiene una discontinuidad de salto inmediatamente después de que ¢ es
multiplo de 7;. A este tipo de funciones se las denomina definidas por
debajo.

3. Tiene so6lo discontinuidades de salto y son una numerable cantidad, que son
las instanciaciones que poseen las tareas del STR en el intervalo (0,7].

4. Es derivable casi siempre y el conjunto de instantes en donde f(¢) no es
diferenciable (salto), tiene medida de Lebesgue 0 (es un conjunto vacio, no
existen puntos en el salto).

5. Esuna funcién integrable en todo intervalo que no posea una discontinuidad.

Como se presentara en la seccion 3.1 saber que f(¢) es mondtona permite aplicar
el teorema de Kleene de vital importancia.

2.2 Sistemas Dinamicos

Se conoce por sistema dinamico a un modelo que describe la evolucion temporal de
un sistema.

Un sistema dinamico se dice deterministico si no existe aleatoriedad en la
determinacion de los estados futuros del sistema y se dice esfocdstico o aleatorio si
existe una distribucion de probabilidad de los posibles consecuentes.

Un sistema dinamico se dice discreto, si el tiempo se mide en pequefios lapsos y
éstos son modelados como relaciones recursivas, como por ejemplo "' =2 ¢*, donde
k denota los pasos discretos de tiempo y ¢ es la variable.

Si el tiempo es medido en forma continua, se dice que es un sistema dinamico
continuo y es expresado como una ecuacion diferencial ordinaria; por ejemplo:
dx/dt = ax(1-x) donde x es la variable que cambia con el tiempo ( 7). La variable x es
generalmente un numero real (x € R ) aunque también puede ser un vector en R".

La ecuacion presentada en [1], al estar modelada por una relacién recursiva, es un
sistema dinamico deterministico y discreto.

2.2.1 Mapa
En un sistema dinamico deterministico y discreto, una funcion unidimensional se
conoce como un mapa ( /:R—R). El caso mas general son las ecuaciones de la
forma ¢*' = f(¢*) . La condicion inicial (¢°) de donde parte la iteracion de la ecuacion,
se la denomina semilla. La secuencia que se genera al iterar la ecuacion, a partir de ¢°
de denomina trayectoria u orbita t°, f(t°), f(f (), f (LS. .

Se dice telaraiia de un mapa al resultado de iterar geométricamente a un mapa
(Figura 1).
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2.2.2 Sistemas Dindmicos Lineales y No-lineales

Los sistemas dinamicos se distinguen entre lineales y no-lineales. El modelo de un
sistema dinamico es lineal, si la funcion posee una relacion lineal con su variable (por
ejemplo x"'=2x"). Ademas, se debe cumplir el principio de superposicion, por el
cual, si se conocen dos soluciones, la suma de ellas es también una solucion.

En un sistema dindmico no-lineal, su comportamiento no puede ser la suma de sus
partes. Generalmente son dificiles de modelar y de analizar, ademas, pueden presentar
comportamientos cadticos, por lo cual el sistema tiene soluciones impredecibles.

La variable # en f(¢) es de primer orden, la no-linealidad la introduce la funcién
techo (| ). Es por ello, que el principio de superposicion no es valido, es decir la
suma de dos soluciones no es solucion. Por lo cual, f(¢) representa a un sistema
dindamico no-lineal.

Para concluir esta seccion, el modelo propuesto en [1] representa a un sistema
dinamico, no-lineal, discreto y deterministico.

3 Puntos Fijos y Atractores

Sea la ecuacioén ' = f(¢*) se denomina PF de la ecuacion, si existe un ¢ tal que
t=f(¢), por lo tanto, dada una semilla ¢°, si la orbita cae en un PF permanecera en ¢l
en la sucesivas iteraciones dado que, " =¢"" y ™' = f(¢") para n—> o .

A A
12+ 12+
i _ g L S A
10+ e

Puntos Fijos

1234 5678 9101112

12345678 9101112
Figura 1 Mapa y telarafa. Figura 2 Puntos fijos.

» ! » !

Un PF es un tipo de atractor y se denomina generalmente como PF atractor. A
estos atractores se los llama atractores simples. Existen otros tipos de atractores como
ciclo limite, toroide limite, etc. Existe también atractores extrafios y se producen
cuando la dinamica del sistema es cadtica o cuando poseen dimension fractal.

En un sistema dinamico, para cada atractor existe una cuenca de atraccion la cual
esta comprendida por el conjunto de condiciones iniciales, por las cuales sus orbitas
llevan al atractor.
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3.1 Teorema de Kleene en algoritmos iterativos de Tiempo Real

El teorema de Kleene nos dice que dada una funciéon continua o una funcion
monotona f:L—>L siendo L un conjunto (reticulado completo) parcialmente
ordenado con un supremo y un infimo, el menor PF de una funcion en una cadena
ascendente de Kleene < f(t")<f(f(") < f(f(f(t°)<.. se obtiene de iterar a la
funcion desde el elemento mas bajo.

El Teorema de Kleene para que pueda ser aplicado necesita que ¢< f(r) para
encontrar el primer PF en la cadena ascendente. Si = f(¢) el sistema se encuentra en
un PF y si ¢t> f(¢) el sistema evoluciona hacia el PF anterior como veremos en la
siguiente seccion.

3.2 PF en Sistemas dinamicos no lineales, discretos y deterministicos

Los sistemas dinamicos no lineales, pueden tener un Unico estado estable (PF),
multiples estados estables o no poseer ninguno.

El estudio de la estabilidad que posee un PF, esta determinado por el calculo de la
primera derivada de la funcion en el mismo. Como se analizan funciones monétonas
crecientes, no se realiza el analisis de los valores negativos de la derivada, dado que
nunca ocurren.

La derivada de la recta "' =¢* es uno para todo ¢, por lo cual, si la funcién tiene
una derivada menor a uno en el PF'y también en un entorno t—s<t<t+& con £>0,
en funciones continuas suaves significa que la misma cruza la recta ' =¢* de
t<f(t) a t>f(t). Por lo tanto, en una funcién monotona creciente, toda iteracion k
debajo de la recta, producira un valor de la funcién menor al anterior ( f(¢*)<¢*), lo
cual genera una Orbita que retornara hacia el PF por donde cruzd vy,
consecuentemente, se dice que es un PF estable. Si la derivada de la funcion es cero,
el PF se dice superestable.

Por el contrario, si la funcion cruza la recta (' =¢* de > f(t) a t<f(t), la
derivada de la funcion en el PF es mayor a uno, por lo cual pequefias variaciones en ¢
con £>0 se tiene que f(t'—e)<t'—e<t"' =f(t")<t"+e<f(t" +¢), por lo tanto
pequefias variaciones, si son negativas causa que la funcion reduzca su valor, y si son
positivas, aumente, asi es claramente un PF inestable.

En la Figura 3, se presenta un sistema dindmico no lineal, discreto y deterministico,
con una funcién mondtona creciente. El mismo posee tres PFs de los cuales, dos son
estables (1 y 3) y uno inestable (2). Los PFs 1 y 3 al ser PFs estables poseen una
cuenca de atraccion. La cuenca de atraccion del primer PF es de [0,z.) y la del tercer
PF es de (t.,0). El PF en t. es claramente inestable dado que para cualquier ¢ >0
queda f(t:—g)<t:—e<t:=f(t:)<t2+&< f(t2+¢&), por lo cual la funcién converge
hacia los otros PF’s o diverge.

En una funciéon monoétona creciente se puede presentar otro tipo de PF. El mismo
ocurre cuando la funcion del sistema tiene una derivada menor o igual a uno en el
punto f(#)'<1 y luego la derivada para ¢+, con ¢>0, se incrementa f(z+¢)'>1.
En funciones suaves y continuas, la derivada en este tipo de casos es uno, pero en
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funciones no suaves y con discontinuidades, como las que se ve en este trabajo, es
posible tener que la derivada en el PF es 0 y para £>0 se encuentra una
discontinuidad. En estos casos, la cuenca de atraccidon en funciones mondtonas
crecientes termina en el PF. Para valores mayores a ¢, la funcion converge hacia el
proximo PF o diverge.

123456789101112 123456789101112
Figura 3 Sistema no lineal con 3 PFs. Figura 4 PF semiestable.

En la Figura 4 se puede observar que el sistema posee 2 PFs (t,t. ) para valores de
t>t la funcion converge hacia el otro PF en ¢.. Por lo tanto se comporta como un
PF estable para t<# e inestable para ¢># dado que converge hacia el otro PF. A
este tipo de PF se lo define como semiestable.

A diferencia de las funciones suaves, la funcion techo crea discontinuidades de
salto. Debido a estas ultimas, la funcidén puede cruzar a la recta *"' =¢* 0 sélo tocarla.
Esto origina distintos tipos de PFs semiestables o superestables en los cuales la
derivada es cero.

En ([1]) nada se sefiala de qué sucede si la funcion es utilizada después del primer
PF o si el modelo y el algoritmo sirven para ser utilizados posteriormente. En realidad
unicamente determinan el peor tiempo de respuesta de una tarea, que es cuando el
algoritmo iterativo se detiene en el primer PF. Lamentablemente, el modelo y el
algoritmo presentados en [1] no cuentan con la posibilidad de extenderlo luego del
primer PF. Esto se debe a que una vez encontrado el primer PF, para poder continuar
buscando otros PFs se necesita de un mecanismo que salte la cuenca de atraccion del
PF en que se encuentra.

A continuacion se presenta un ejemplo. Dado un S7TR, con parametros S(3) = {(1,
4,4),(26,6), (110, 10)} se procede a analizar la planificabilidad de la tarea 3, por el
método presentado en [1]. Cabe aclarar que la funcidén representada en las figuras
tiene una discontinuidad cada vez que se produce un escalon, por lo cual, cuando la
funcidn cruza verticalmente a la recta ¢ no existe un PF. En la Figura 5 se puede
observar esto para ¢ =10.

Como se observa en la Figura 5 y de su analisis en la Tabla 1, el STR encuentra un
PF en t = 4, el cual es semiestable. Ademas, para valores de semilla entre (4,6] se
obtiene un PF en t = 5 y para valores de semilla en el intervalo (6,10] que se obtiene
un PFent="17.

Si bien el analisis de los PFs es correcto, ;Representan los PFsent=5yt="7
algun estado del STR? No. El problema es, que el modelo ([1]) no considera el tiempo
ocioso que el sistema deja libre en el intervalo (5, 6]. Por lo cual, si bien es un PF del
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sistema, no proporciona directamente ningin dato relevante del STR. Aun asi en la
siguiente seccion se vera que esto puede ser til.

X%

00| [%]1+]%]2+1-1 il
11 {%—‘HP—IZH 4 i

3.
2|4 [ —‘1{ ]2+1 4 21
Tabla 1. Ejemplo con el Método de Joseph.

(N S N SR T T .
—————1—>>

123456780910 1
Figura 5 Ejemplos de Puntos fijos.

4 Nuevas Proposiciones

En esta seccion se enuncian dos teoremas y un colorario que se desprenden del
analisis efectuado en las secciones anteriores que permiten establecer otro tipo de
razonamiento de como puede ser posible generar, por ejemplo, un test de
planificabilidad sin tener la necesidad de efectuar el calculo del peor tiempo de
respuesta para establecer una condicion necesaria y suficiente. En lo que sigue se
denominara PF; al instante en donde se encuentra el primer PF de la tarea i.

En [6, 9], se prueba que la distancia entre dos PFs es menor o igual a la distancia
entre el instante critico y el primer PF. Resulta entonces que, si cada vez que se
comienza el proceso iterativo se realiza desde el instante critico, el primer PF es el
mas costoso de encontrar un desde el punto de vista del CC.

La primera solucion para subsanar este inconveniente la realizo Sjodin ([10]).
Aunque no se trato al modelo del STR desde del punto de vista de la teoria de PFs, se
establecio que se puede continuar la iteracion de la tarea i +1, a partir del instante
igual a PF;, mas el tiempo de ejecucion de la tarea i +1 ( PF; + Cit ).

Como ejemplo de lo sefialado en las secciones anteriores, desde la teoria de PF, es
posible realizar la prueba de la mejora establecida por Sjodin en [10] facilmente. A
continuacion se enuncia:

“En un sistema basado en prioridades fijas, la ejecucion del subsistema S(i ) ocupa
todo el intervalo (0,PF;] por lo tanto, si el subsistema S(i+1) posee un PF, este se
encontrara luego de que la tarea i +1 sea ejecutada, con lo cual, serd en un instante
tal que PF..> PF;+C.. dentrode (0,D;]".

Dado que el primer PF es el mas costoso de encontrar, {Es necesario encontrarlo
para probar la planificabilidad del STR? No. En los siguientes teoremas se presenta
una nueva forma de analizar la planificabilidad que permite crear un nuevo método.

Teorema 1:
Sea la tarea i € S(i), si el proceso iterativo partiendo de una semilla
posterior al PF; encuentra un PF dentro del intervalo (0,D:], la tarea i es
planificable.
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Prueba:

La existencia de un PF posterior al primero, dentro del intervalo (0,D;]
prueba la existencia del primero, por lo cual la tarea i es planificable por

[1].0

Como se establecid en la seccion 3.2, el encontrar un PF posterior al primero no
establece con el modelo presentado por Joseph ninguna condicién particular del
sistema, sin embargo prueba la existencia del primer PF.

Teorema 2:
Sea la tarea i € S(i), si existe algun t<(0,D;] que t> f(t) entonces la
tarea i es planificable.

Prueba:

En un STR solo es posible que sea 7> f(¢) con te(0,D;] siexiste un PF,
en un instante anterior (PF;<t), por lo cual prueba la existencia de PF; y
por [1] la tarea i es planificable. o

Colorario 1:
Si t> f(t) con te(0,D:] entonces existe tiempo ocioso en (0,D:].

En base a estos dos teoremas y su colorario es posible crear o perfeccionar los
métodos que permite determinar la planificabilidad de una tarea sin la necesidad de
encontrar el primer PF'y asi reducir el CC.

5 Conclusiones y Trabajos Futuros

En este trabajo se presentd la caracterizacion y analisis del modelo que permite
predecir a los STR planificados por las disciplinas de prioridades fijas RM o DM,
desde un punto de vista no tradicional para la disciplina y a partir de la teoria de
Punto Fijo. Este tipo de analisis se agrega como una valiosa herramienta que permite
analizar, crear y sustentar nueva teoria de tiempo real de una manera mas sencilla.
Como se presento en la seccion anterior, el resultado de aplicar este analisis, permite
generar nuevos teoremas y colorarios con el fin de reducir el CC de los métodos
actuales.

En futuros trabajos se aplicard esta herramienta de analisis, para crear y
perfeccionar los métodos que: analizan la planificabilidad de los STR ({5, 8, 10, 11,
12, 13]) y que establecen en tiempo de ejecucion, cuanto tiempo ocioso deja
disponible el STR (método Slack Stealing ([14, 15, 16])), los cuales son de enorme
importancia a la hora de tratar STR heterogéneos, tan utilizados hoy en dispositivos
moviles como teléfonos celulares, Palms, notebooks, etc.
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