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Abstract

Dynamic system modelling has been mainly performed using recurrent neural networks (RNN). However, training
algorithms must be specific for each model thus making RNN not easy to use. In this work, the canonical
transformation of RNN, as proposed by Dreyfus and Idan, is used thus allowing the utilization of traditional and
simple training algorithms like backpropagation. An application for a CSTR dynamic process is included showing
very good one-step-ahead (OSA) and multiple-prediction-output (MPO) prediction results.
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Resumen

La modelacion de sistemas dinamicos con redes neuronales sugiere el uso de redes recurrentes. Sin embargo, los
algoritmos de entrenamiento para dichas redes deben ser especificos para cada modelo, lo cual complica su uso. Este
trabajo aplica el método propuesto por Dreyfus e Idan donde se transforma una red neuronal recurrente, obtenida a
partir de un modelo de ecuaciones diferenciales, a una red en su forma canénica, lo cual permite e uso de
algoritmos de entrenamiento tradicionales como retropropagacion del error. Se realiza una implementacion
computacional de dicho método, la cual se utiliza para modelar en un sistema dinamico no lineal, donde se logran
muy buenos resultados en la prediccidn, utilizando tanto prediccion a un paso (OSA) como prediccién multiple
(MPO).

Palabr as claves: Redes Neuronales Recurrentes, Formas Candnicas, Sistemas Dinamicos, Sistemas Complejos.



1 Introducciéon

Una Red Neuronal estd formada por un conjunto de unidades de procesamiento denominadas neuronas. Cada
neurona actla como un elemento procesador independiente, las entradas y los pesos de interconexién son
procesados por una funcién suma, cuyo resultado es mapeado por unafuncién de transferenciano lineal, lacual esla
salidade laneurona[3].

El conocido algoritmo de retropropagacién, para entrenamiento de redes neuronales multicapa, solo puede aprender
relaciones estéticas en una red neuronal. También se puede usar retropropagacion del error para realizar
predicciones no lineales de una serie de tiempo estacionaria. Aln asi, esta red representa sdlo un modelo estético,
cuyos parametros tienen valores fijos. Para que unared modele un sistema dinamico, debe poseer memoria[3][9].

La capacidad de caja negra de las redes recurrentes de tiempo discreto para modelar procesos dinamicos ha sido
extensamente estudiada. En la mayoria de los casos, |os modelos dindmicos son modelos de entrada y salida,
consistentes de una red prealimentada, cuya salida alimenta la entrada con uno o varios retardos. Tal arquitectura
puede ser entrenada facilmente utilizando el algoritmo de retropropagaciéon. Sin embargo, en el modelamiento
pueden surgir arquitecturas mucho més complicadas, con dinamica dentro de la red. En este caso existen dos
aternativas. se puede implementar un algoritmo de entrenamiento para la arquitectura especifica, o transformar la
red en su equivalente forma candnica, la cual puede ser entrenada usando retropropagacion del error[7].

En 1993, Nerrand et al.[7] define la forma canénica de una red neuronal, la cual permite transformar cualquier red
recurrente en una red con recurrencia externa. Dicha forma candnica, permite clarificar la presentacion de unared y
hacer més facil la implementacion de los algoritmos de entrenamiento. En 1998 Acufia et al.[1], utiliza redes
neuronales para elaborar modelos para la estimacion en linea de la concentracion de biomasa, utilizando la forma
canénica presentada por Nerrand.

En 1998, Dreyfus e ldan[4] plantean una metodologia basada en grafos para obtener esta forma canénica. Dicho
método consiste en transformar un conjunto de ecuaciones de tiempo discreto a la forma candnica, 1o cual se puede
realizar en tres etapas: encontrar €l orden del sistema, es decir, encontrar el minimo nimero de variables que
describen completamente el modelo; segundo encontrar el vector de estado; y finalmente transformar la ecuacion de
tiempo discreto en las ecuaciones que rigen | as variabl es de estado.

En este trabajo se aplica la metodologia para transformar una red recurrente a la forma canénica definida por
Nerrand et al.[7]. Se realiza una implementacion computacional del método propuesto por Dreyfus e Idan[4], que
permite obtener la forma candénica de cualquier red recurrente expresada como un conjunto de ecuaciones de estado.
Finalmente se utiliza dicha implementacién para modelar un sistema dinamico no lineal, utilizando redes
neuronales.

2 LaFormaCandnica deun Modelo no Lineal de Tiempo Discreto

2.1 Introduccién

La dinamica de una red recurrente de tiempo discreto puede ser descrita por una ecuacion de diferencias finitas de
orden N, la cua puede ser expresada por un conjunto de M ecuaciones de diferencias de primer orden, que
contengan N variables de estado junto a M variables de entrada.

Un sistemalineal descrito por su funcién de transferencia, puede ser representado de muchas formas en el espacio de
estado. Todas estas representaciones son equivalentes, pero algunas tienen propiedades que las hacen méas
facilmente tratables que otras. Tales representaciones son |lamadas formas canénicas. Para modelos no lineales, €l
término forma candnica no tiene un significado universal. Se considerara que un modelo de tiempo discreto se
encuentraen su formacandnicasi:

2(n+1) =j [z(n),u(n)] (1)
y(n+1) =y [z(n+1)] @)

donde u(n) es el vector de entradas externas, z(n) es el minimo conjunto de v variables necesarias para caracterizar
completamente el modelo de estado al tiempo n+1, si el estado del modelo y u(n) son conocidas a tiempo n, y(n) es
el vector de salida.

La parte dinamica de la forma candnica puede ser representada mediante una red neuronal prealimentada descrita
por lafunciénj , cuyas entradas son las variables de estado al tiempon. Lasalida en el tiempo n+1 es determinadaa
partir de las variables de estado al tiempo n+ 1y puede ser representada por una red prealimentada que implementa
lafunciony .

Asi, cualquier red recurrente puede ser transformada a su forma canénica la cual consiste en unared con recurrencia

externa, como se muestra en la figura 1. Las entradas a la red son las variables manipuladas(entradas externas) y los

valores de las variables de estado de salida las cuales son realimentadas y retardadas en una unidad. Las salidas
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corresponden por una parte a aquellas variables de estado medibles, es decir, que pueden tener un valor deseado, las
restantes salidas de lared son las variabl es de estado no medibles.

Variables de
estado al tiempo
n+1
Salida al tiempo
n
i T
Retardo
7t v | 2t unitario
Red Prealimentada
Entradas
Externas Variables de

estado al tiempo
n

Figura 1: Forma canonica de una red neuronal recurrente.

Para transformar un conjunto de ecuaciones discretas a la forma canonica, se puede utilizar una representacién
mediante un grafo dirigido, la cual se describe en la seccion 2.2. En las secciones 2.3 y 2.4 se describe las etapas de
esta transformacion: el calculo del orden del modelo y la determinacién el vector de estado.

2.2 Representacion de un Modelo Dinamico Mediante un Grafo

A continuacién se presenta una anal ogia entre los elementos de un grafo y los de un sistema dindmico. Sea un grafo
dirigido G formado por un conjunto de aristas E y un conjunto de vértices V. Se define v, como un vértice que
representa una variable x;; &; es una arista dirigida desde un vértice v; a otro v;, representa una relacion entre dos
variables; el nimero de aristas paralelas desde un vértice v; a otro v; es igual al nimero de retardos diferentes tj;
{R} denota el conjunto de aristas salientes del vértice v;; M; es el largo de la arista entrante a v; de méximo largo;
c(v;) es el nimero de ciclos, es decir, caminos que empiezan y terminan en el mismo vértice, incluido €l vértice v;;
c(e;) esel nimero de ciclos queincluyen laarista g;; y finalmente se define A; como el nimero de aristase; desde el
vérticev; aotrov;.

Utilizando esta representacién, a partir del modelo dinamico se puede obtener directamente el grafo G,
transformando | as variabl es en vértices y manteniendo las relaciones en el tiempo através de aristas.

2.3 Célculo del Orden del Modelo

Se desea reducir €l grafo inicial Gy a un grafo G,, €l cual contiene sélo los vértices que representan variables de
estado y tiene el mismo nimero de variables, pero no necesariamente las mismas que el modelo descrito por Gy. A
partir de G, se puede obtener el orden del modelo. Las simplificaciones del grafo G, se basan en que las aristas del
grafo que no estan dentro de ciclos no son necesarias para determinar €l orden de la red, y ademas, en que las
relaciones estéticas no son necesarias paraladeterminacion del vector de estado.

S X, depende de |as entradas externas y x; solamente, y x; depende de las entradas externas y x; solamente y ademas,
no hay otra variable més que x, que dependa de X, entonces la variable x; puede ser eliminada del modelo por
sustitucion de x;, sin cambiar el orden del modelo. Nerrand et al.[7] probd que el orden v del modelo representado
por el grafo G, es dado por:

V=g w, ©)



donde:

IM -min g (M -t), s M- ming g (M- t,)>0 (4)
0 enotro caso

Se considera que existe un valor w; por cada vértice de G,.

Cuando existen varias aristas paralelas, sdlo la arista de maximo largo es relevante para determinar €l orden del
modelo.

A partir de la metodologia propuesta por los autores se puede plantear el siguiente algoritmo para determinar el
grafo G;:

1. Eliminar todas las aristas de G, que no pertenecen a ningun ciclo. Borrar los vértices cuyas aristas entrantes son
delargo cero, y recombinar sus aristas entrantes y salientes.

2. Mientras no haya mas cambios posibles.

Si un vértice tiene un conjunto de aristas paralelas entrantes solamente y un conjunto de aristas paralelas
salientes solamente, borrar €l vérticey combinar cada par en una arista cuyo largo sealasumadeloslargos
delas aristas combinadas.

Fin mientras
3. Mientras no hayan cambios posibles.
Si existen varias aristas paralelas entre dos vértices, borrarlas todas excepto la de mayor largo.

Fin Mientras

2.4 Determinacion del Vector de Estado
El vector de estado, puede ser expresado de la siguiente forma:

2(n) = [x, (- K)o, (n- K, - W +Dx,(n- k)X, (- K- W, +1)..x, (n- K, - wy, +D).] )
donde k; y w; son enteros no negativos, N, es el nimero de vértices de G;, y w; es el nimero de ocurrencias de la
variable x; en el vector de estado.

S w;=0, entonces la variable x; del modelo no es una variable de estado y los correspondientes k; no requieren ser
calculados. En otro casok; denota el retardo de la més reciente ocurrencia de la variablex; en el vector de estado z(n)
Losvalores de w; deben cumplir con la condicion indicada en la ecuacion (3).

En la forma candnica, €l retardo entre dos sucesivas variables de estado provenientes del mismo vértice es igual a
uno. De esta forma existen varias representaciones canénicas ya que losw; pueden ser diferentes, siempre y cuando
su sumaseaigual al orden.

Asi, se debe encontrar un conjunto de 2N, enteros [k;, w;]. Para hacer esto, se utiliza un nuevo grafo, llamado grafo
de restricciones de tiempo. Este grafo, llamado G,, se deriva de G, a borrar todos los vértices y aristas que no son
significativas con respecto a las restricciones de tiempo que las variables de estado deben satisfacer. La principal
diferenciaentre G, y G, es el hecho que para las limitaciones de tiempo, las aristas que no estan dentro de ciclos
pero expresan unarelacion entre ellos, se deben mantener porque son relevantes para escoger las variables de estado.

A partir de la metodol ogia propuesta por los autores, se puede plantear el siguiente algoritmo para determinacion de
G,:

1. Borrar todos los vértices cuyas aristas entrantes son de largo cero, y recombinar sus aristas entrantesy salientes.
2. Mientras no existan cambios posibles

Si un vértice tiene solamente un conjunto de aristas entrantes y solamente un conjunto de aristas salientes,
borrar los vértices y combinar las aristas en una sola arista cuyo largo es la suma de los largos de las aristas
combinadas.

FinMientras
3. Mientras no existan cambios posibles
Si existen varias aristas paralelas entre dos vértices, borrar todas excepto la arista de mayor largo.
FinMientras

4. Borrar todas las aristas que no tiene ambos vértices en al menos un ciclo



Este algoritmo es muy semejante a aquel utilizado para determinar G,. Las variables de estado son obtenidas a partir
los vértices del grafo resultante G,, asi dos enterosk; y w; (k;3 0, w; >0) son asociados a cada vértice.

Las variables de estado del modelo, son los vértices que aparecen en G,. Con esta informacién y ademas con el
orden del modelo obtenido en la seccion 2.3, se puede obtener el vector de estado, lo cual se describe a
continuacion.

Sea N el nimero de aristas en el grafo G, y g; una arista de G, de largo t;. Parala definicion del vector de estado y
la construccion del grafo G,, debe ser posible calcular x;(n-k;+1) desde una de |as variables de estado, proveniente
del vértice v;, el cual esta disponible al tiempo n-k;+1. Estas variables deben haber sido calculadas en el vértice v; d
tiempo n-k;+1-t;. Por consiguiente | as siguientes relaciones se deben mantener si t;;3 0

n-k-w+1+t, £En-k +1£n- k +t, (6)
0 equivaentemente:
Ki-w +t, £k £k, +t, -1 (7
Por |o tanto, un conjunto de 2N, desigualdades con 2N, variables enteras debe ser satisfechas.

Asi el problemade encontrar |as variables de estado y |as ecuaciones de estado se puede tratar como un problemade
optimizacion lineal entera: encontrar €l conjunto de enteros w; tal que su suma sea minima, bajo el conjunto de
restricciones expresadas por |as desigualdades de la ecuacion (7). El valor minimo es conocido, y esigual av.

Si lasolucion dptimano eslatrivial, debe ser encontrada por métodos de optimizacion lineal como Simplex.

2.5 Implementacién Computacional

Luego de analizar cada uno de los pasos para la obtencién de la forma candnica de una red recurrente, se puede
plantear el siguiente algoritmo:

1. Construir Gy apartir del conjunto de ecuaciones de tiempo discreto. Este paso permite determinar las entradas al
problema: el conjunto de aristasy el conjunto de vértices.

2. Construir G, a partir de Gy. A partir de Gg, se eliminan aristas y vértices de lo cual se obtiene el orden n del
modelo, es decir, el nimero de componentes del vector de estado.

3. Construir G, a partir de G,. A partir de G, se eliminan aristas y vértices de o que se obtiene las variables que
aparecen en el vector de estado.

4. Obtener el vector de estado, a partir de G, y G,. Se resuelve un problema de optimizacion lineal que permite
determinar el vector de estado.

A partir de este algoritmo se implementé en MATLAB 6.1 un programa que realiza la transformacion de cualquier
red neuronal recurrente, a unared en su forma canénica. Las entradas utilizadas son la matriz de nimero de aristas
entre cada vértice y la lista de aristas con sus retardos. La salida obtenida es el vector de estado, a partir del cual se
puede construir, comenzando por G,, laforma canénica buscada.

El programa determina el grafo G;, luego G, y luego obtiene el vector de estado resolviendo un problema de
optimizacion lineal entera, paralo cual se utilizé la funcion milp (Mixed Integer Linear Programming, presente en
Matlog Version 5, Toolbox Logistics Engineering para MATLAB).

Se realizaron pruebas para redes recurrentes conocidas como Elman y Jordan[6], obteniéndose los mismos
resultados que Nerrand et al.[7].

3 Modelamiento de un Sistema Dinamico Utilizando Redes Neuronales en su Forma
Canodnica

A continuacién se modela con redes neuronales un sistema dindmico. Para esto se considera una reaccion

exotérmica de primer orden en un Reactor Continuo de Tanque Agitado o Continuous Stirred Tank Reactor

(CSTR)[5]. Laentrada a sistema es la temperatura de la camisa de enfriamiento, y la salida corresponde a grado de
avance de lareaccion.

El sistema es descrito por |as siguientes ecuaciones:;

s 8
X, = - x, +0.072(1- x) apg‘m;zmg
]



0 9)
X, =- X, +0.576(1- xl)apgaehxxﬁ%o.%u— X,)
2 g 7]

y=X, (10)
donde x; es el grado de avance de la reaccién y x, es la temperatura adimensional del contenido del reactor. La
entrada u es unatasade flujo adimensional del fluido de transferenciade calor através de la camisa de enfriamiento.

A partir de las ecuaciones (8),(9) vy (10), se puede inferir que x(t+1)=f(x(t), (1)) y xo(t+1)=F:(x(t), %(t), u(t)).
Utilizando la representacion indicada en la seccion 2.2 se puede construir €l grafo Gy, €l cua se describe en lafigura
2.a).

d) A

a)

Red Prealimentada

u X1 TXZ

b)

c)

Figura 2: Obtencidn de la forma candnica del modelo no lineal descrito en (8),(9) y (10): a) Grafo inicial Go. b)Grafo G: del
cual sedetermina queel orden del modelo es2. ¢) Grafo G, € cual determina que las variables que aparecen en € vector de
estado son x Y %. d) Forma candnica resultante.

Los grafos G, y G, son construidos como se indica en las secciones 2.3 y 2.4 respectivamente, éstos son mostrados
en lafigura 2.b) y 2.c) respectivamente. En la construccién de G, laarista que une u con X, es eliminada, porque no
pertenece a ningun ciclo. No existe ningin vértice que cumplalacondicion de que todas las aristas entrantes sean de
largo cero, por lo que no hay ninguna modificacion. Los pasos 2 y 3 del algoritmo presentado en la secciéon 2.3
tampoco incorporan modificaciones. A partir de G, se obtiene que €l orden del modelo es 2. En la construccién de
G, indicado en la seccién 2.4, los pasos 1, 2 y 3 no introducen modificaciones, y €l paso 4 elimina la arista que une
u con X, A partir de G, se obtiene que las variables que apareceran en el vector de estado seran dos. X, y X
Resolviendo el problema de programacién lineal que minimiza la suma de w;, cuya suma es conocida, y esigual al
orden del modelo, sujeto a la restricciones que introduce la ecuacion (7), se obtiene que wi=1, w,=1, k;=0y k,=0.
Sustituyendo estos valores en la ecuacion (5) se obtiene que el vector de estado esz(n)=[ x,(n), %, (n)] "

Laforma candénica obtenida se muestra en la figura 2.d). Las entradas de la red neuronal son xi, X, U, y las salidas
X1, Xo. Las conexiones entre las entradas y salidas de la red pueden ser obtenidas a partir del grafo G, o también
reemplazadas por capas ocultas[8].

Se entrend utilizando la herramienta MATLAB 6.1 una red con 300 datos normalizados entre 0 y 1 para cada
entrada y salida utilizando trainlm como funcion de entrenamiento de lared, la cual actualiza los valores de pesos y
bias utilizando optimizacién por €l método de Levenberg-Marquardt. La red posee una capa oculta con 5 unidades,
y se realizaron 500 iteraciones. La funcion de transferencia para la capa oculta es tansig (tangente hiperbdlica
sigmoide) y paralacapade salida purelin (funcién de transferencialineal).

En lafigura 3.a) se muestra la entrada a sistema, descrita como una secuencia de escalones, seguida de la suma de
una sefial binaria pseudo aleatoria (PRBS) variando entre —1 y 1y una variable aleatoria conocida con distribucién
uniforme entre —1 y 1. Esto permite generar datos que poseen una amplia informacion de la dindmica del sistemay
acerca de su comportamiento en el estado estacionario. Las variables de estado del proceso se muestran en las
figuras 3.b) y 3.c), con valoresiniciales. %=0.144 y x,=0.885.
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Figura 3: Datos de entrenamiento del la red neuronal correspondientes al modelo descrito en (8),(9) y (10): a) entrada u
consistente de una secuencia de escalones y una sefial PRBS Variables de estado: b) x. ¢) x2

Para medir la precision de la prediccion realizada por la red neuronal se emplea una prediccion un paso hacia
adelante de las salidas del sistema (One Step Ahead OSA) y la salida predicha a partir de las salidas del modelo
(Model Predicted Output MPO)[2]. OSA es la medida més comUnmente utilizada y puede ser expresada de una
formageneral como:

§(t) = fU(t- D)., u(t- n,), y(t- ... y(t- n,)) (12)

donde f es una funcion no lineal. En este caso  §(t) generalmente entrega una buena prediccion de y(t) sobre el
conjunto de estimacion. MPO es una medida de mayor calidad de la capacidad predictiva del modelo utilizado, ya
que predice lasalida a partir de predicciones en tiempos anteriores. Se puede definir por:

9. = fut-D,.,ut-n,),9,t-1... 9,(t- n)) (12)

Simulando el proceso con el modelo de ecuaciones diferenciales y por otra parte con el modelo neuronal, utilizando
condiciones iniciales x=0.1 y %=0.8 y la entrada sinusoidal indicada en la figura 4.a) se alcanzan muy buenos
resultados tanto utilizando OSA como MPO, los cuales se observan en las figuras 4.b) y 4.c) respectivamente.
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Figura 4: Estimacion del grado de avance de la reaccion para € sistema descrito en (8),(9) y (10) utilizando lared en su
forma canénica: a)Entrada para la fase de prueba. Salida simulada y estimada utilizando b) OSA. ¢) MPO.

Se puede apreciar en la figura 4, que lared logra una muy buena calidad en la prediccion, ain cuando la entrada al
sistema utilizada en la fase de prueba es muy distinta a aquella empleada en el entrenamiento. Mas alin, la calidad de
|os resultados se mantiene para distintas condiciones iniciales de las variabl es de estado.

4 Conclusiones

Las redes recurrentes utilizan algoritmos de entrenamiento especificos para cada modelo, lo cual hace bastante
complejo su uso. Otra forma de enfrentar este problema es llevar |la red recurrente a su forma canonica, lo cual
asegura poder utilizar un algoritmo de entrenamiento simple como retropropagaciéon. Este trabgjo utiliza una
metodol ogia basada en grafos para efectuar dicha transformacion. Se ha modelado un sistema dindmico no lineal, €l
cual presenta una muy buena calidad de prediccion utilizando predicciones un paso adelante (OSA) o a partir de
condiciones iniciales (MPO), lo que ilustra la conveniencia de utilizar la transformacion candnica propuesta,

simplificando el entrenamiento de la red, lo que permite el modelamiento de complejos sistemas dindmicos no
lineales.
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