Dimension de Espacios Métricos usando Fractales
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Resumen

En este articulo introducimos un nuevo método para estimar la dimensién intrinseca
de un espacio métrico arbitrario y lo comparamos con una definicién previa que usa el
histograma de distancias. Se incluyen resultados experimentales usando diccionarios y la
distancia de edicién, en dos lenguajes: inglés y espaiiol.

Palabras claves: algoritmos, bases de datos.

1 Introduccidén

Las bases de datos relacionales sélo permiten tipos de datos bdasicos, ya sea numéricos o
strings de largo fijo, los cuales pueden ser consultados en forma exacta. Sin embargo, el
nimero de aplicaciones con objetos complejos donde no es posible encontrar calces exactos
aumenta cada dia, en particular en bases de datos multimedia [2]. Un ejemplo muy concreto
es el caso de imagenes y en particular impresiones digitales, donde es imposible encontrar la
misma imagen por diferencias de escala, orientacién, luminosidad, envejecimiento, etc. En
estos casos se necesita buscar por el objeto mas parecido a uno dado y es un problema de
investigacién con muchos resultados recientes [6]. Para definir que significa mds parecido, la
solucién mas sencilla es definir una funcién de distancia entre objetos y por ende obtener
un espacié métrico. Es decir, un espacio donde la distancia es cero s6lo al mismo objeto;
donde la distancia es una funcién simétrica y no negativa; y donde se cumple la desigualdad
triangular (es decir, d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)).

En todos las estructuras de datos propuestas para buscar en espacios métricos se ha
observado que el desempeiio se degrada fuertemente cuando la dimensién de los datos es
mayor, hasta tal punto que una bisqueda secuencial es mas eficiente. Los ejemplos mas
importantes son BK-trees [4] y variantes como los FQ-trees [1], GNAT [3], M-trees [7], metric
trees [9], entre otros. Esta limitacién se ha llamado la maldicion de la dimensionalidad y es
facil de observar en espacios cartesianos donde se puede controlar la dimensién. Vencer esta
maldicién es uno de los principales problemas abiertos en esta drea [5]. En otros espacios més
generales, si es posible definir una distancia, igual es dificil calcular la dimensidn intrinseca
del espacio. Por ejemplo, si tenemos tres puntos en un espacio tridimensional que representan
una recta, la dimensién verdadera de esos tres puntos es 1 y no 3. Esto seria equivalente a la
nocién de dimensién intrinseca.



En [6] se propone estimar la dimensién intrinseca usando el histograma de distancias
entre todos los pares de elementos del espacio usando la formula d = p2?/2/0? donde u
es la media y o la desviacién estandar del histograma. En espacios cartesianos, esta nocién
coincide en orden con la dimensién real para un conjunto aleatorio de puntos. En este trabajo
proponemos una definicién alternativa basada en fractales para medir la dimensién intrinseca,
la cual tiene una explicacién geométrica que no es capturada totalmente en un histograma.
Una comparacién de las dos propuestas revela que no son equivalentes.

En nuestros resultados experimentales usamos el espacio de strings y la distancia de
edicién. La distancia de edicién entre dos palabras a y b se define como el nimero minimo
de letras que tenemos que cambiar, borrar o agregar para convertir @ en b. Este espacio
ademads es discreto, lo que dificulta el cdlculo de una dimensién, que es un concepto asociado
a espacios continuos, y por ende le agrega un nivel de dificultad al problema. Nuestro método
estd adaptado especialmente a espacios discretos, pues en espacios continuos es inmediato.

Se propone entonces estimar la dimensién intrinseca del espacio analizando el conjunto de
puntos mediante las técnicas utilizadas en fractales para estimar la dimensién de Hausdorff
de un conjunto de puntos. La mas utilizada es la denominada como dimensién boz counting.
La dimensiéon de Hausdorff se utiliza para caracterizar a los objetos fractales, pues en esos la
dimensién de Hausdorff es mayor que la dimensién topoldgica. Dado que los objetos fractales
son continuos y el diccionario es un conjunto discreto y finito, la estimacién de la dimensién
intrinseca del diccionario exige un tratamiento especial.

El articulo estd organizado como sigue. Primero presentamos los conceptos basicos de
dimensién fractal y luego nuestra propuesta para estimar la dimensién. Para diferenciar
ambas propuestas, llamaremos DH a la propuesta anteriormente y BC a la nuestra.

2 Dimension Fractal

Se propone estimar la dimensién intrinseca del espacio analizando el conjunto de puntos
mediante las técnicas utilizadas en fractales para estimar la dimensién de Hausdorff de un
conjunto de puntos. La mds utilizada es la denominada como dimensién boz counting. La
dimensién de Hausdorff se utiliza para caracterizar a los objetos fractales, pues en esos la
dimensién de Hausdorff es mayor que la dimensién topoldgica. Dado que los objetos fractales
son continuos y el diccionario es un conjunto discreto y finito, la estimacién de la dimensiion
intrinseca del diccionario exige un tratamiento especial.

La dimensién de Hausdorff basada en fractales describe la relacién que hay entre la unidad
que se utiliza para medir el conjunto y el valor de la medida obtenida. El proceso de medir
el conjunto se refiere a recubrirlo con abiertos (esferas en el espacio métrico) de diametro
maximo é. La unidad de medida es ¢ y el niimero de abiertos N necesarios para cubrir el
conjunto es la medida obtenida [8].

2.1 Dimensién de Hausdorff

Sea F C R™. Diremos que {U;} es un é-recubrimiento de F si Vi, |U;| < &y
FC U U;

Sea

H5(F) = inf {Z |U;|* : {U;} es un —recubrimiento de F}



La medida de Hausdorff s-dimensional de F se define como

H* = lim H(F) (1)
§—0
y cumple que

H*(AF) = A"} (F) (2)

Para cualquier F' y § < 1 se tiene que H3(F) es no creciente con s, y por lo tanto H*
también lo es. Sea t > s y {U;} un é-recubrimiento de F, entonces

Mlul <& |l

2 2

y por lo tanto

H5(F) < 8"H*(F) (3)

Calculando H*(F) y H!(F) de acuerdo con 1 se observa que si H*(F) < oo, entonces H! = 0
para t > s. Al analizar H*(F) en funcién de s se observa que hay un valor critico s’ en el
cual H*(F') cambia su valor de co a 0. Este valor s’ se denomina dimensién de Hausdorff.

Si se define la dimensién topolégica de un objeto como la dimensién del espacio de soporte,
la dimensién de Hausdorff coincide con la dimensién topoldgica para objetos no fractales y
es mayor que la dimensién topolégica para fractales.

2.2 Dimensiéon de Boxz Counting

La dimensién de boz counting es la técnica mas utilizada de estimar la dimensién fractal de
un conjunto de datos. Sea {U;} un é-recubrimiento de F' tal que Vi : |U;| = 4. En este caso
se tiene que

D |Uil* = N(8)6°

2

donde N es el niimero de abiertos de diametro § utilizados para recubrir F. Sea s la dimensién
de Hausdorff de F', entonces podemos suponer que N(4)6* = 1 sin perdida de generalidad
normalizando la medida del objeto. Despejando s se obtiene

. - In N (8) @)

" In delta

ImN() = sk (%) (5)

Partiendo de este resultado, la dimensién de boz counting se obtiene calculando In N (4) y
In (51) para valores de é cada vez mds pequefos y calculando s’ mediante una regresién lineal.
El valor s’ obtenido en la regresién es un estimador de la dimensién de Hausdorff real.

3 Estimacion de la Dimension Intrinseca

Para estimar la dimensién intrinseca del diccionario se utiliza la dimensién de boz counting
con unas modificaciones, las cuales se deben a la naturaleza misma del espacio conformado
por el diccionario y la distancia de edicién. Las principales caracteristicas son:

e A diferencia de los objetos fractales, el diccionario es discreto y finito.
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Figura 1: log N (8) contra In ()

e La distancia es también discreta y acotada. Mas especificamente, s6lo puede tomar
valores enteros y su valor maximo es la longitud de la palabra mas larga del diccionario.

Estas caracteristicas tienen una implicacién que es muy importante: la dimensién de
Hausdorft del diccionario es cero. Sin embargo, si se mira el diccionario como una muestra
aleatoria de los puntos del espacio, el cual se supone ademas continuo, se puede estimar una
dimensién intrinseca que sea ttil para determinar la dificultad de las biisquedas.

Teniendo en cuenta estar caracteristicas, si se grafica log N(§) contra In (51) se debe ob-
tener una grafica de tipo sigmoidal, en la cual la pendiente es cero para § < 1y para é > D
siendo D la distancia maxima entre palabras. Con el fin de estimar la dimensién intrinse-
ca se realiza la regresion lineal teniendo en cuenta aquellos puntos que estdn en esa region
intermedia.

En la figura 1 se aprecia la grafica para un diccionario de inglés y otro de espafol. El eje
z es In (51), mientras que el eje y es log N(8). En la figura 2 se muestra la regién usada para
el diccionario de espaiiol y la regresion lineal usada para estimar la dimensién. Finalmente,
en la figura 3 se muestra el histograma de las distancias para este dltimo diccionario.

Ambas estimaciones fueron realizadas progresivamente desde un conjunto inicial pequefio
del diccionario hasta el diccionario completo, para observar que dependencia hay, si es que
la hay, respecto al nimero de elementos. Por lo que se observa en la tabla 1, para ambos
diccionarios (espafiol a la izquierda e inglés a la derecha), ambas definiciones no tienen las
mismas variaciones, ni en direccion, ni en cantidad, a medida que el diccionario crece. Por
otra parte, los valores para cada técnica no cambian mucho y el valor final en ambos casos
indica que la dimensién del diccionario de espanol es mayor a la del inglés.
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Figura 3: Histograma de distancia para el diccionario de Espaiol.
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‘ Elementos Método DH Método BC ‘ Elementos Método DH Método BC ‘

4000 20.9542 5.4104 3281 8.4544 4.7122

4444 20.5703 5.63565 3645 8.0105 4.5301

5000 20.7733 7.2494 4101 8.1862 4.6229

5714 21.0196 6.6957 4687 8.0864 4.9065

6666 20.8312 5.7297 5468 8.2763 4.9549

8000 20.8111 5.7647 6562 8.4173 4.5666
10000 20.9194 6.2462 8203 8.1543 5.0917
13333 20.7381 6.3491 10937 8.2074 4.9151
20000 20.8974 6.3943 16406 8.1526 5.0095
40000 20.8397 6.5974

Tabla 1: Resultados de ambos métodos para el espaiiol (izq.) y el inglés (der.).

Comentario Final

Nuestros resultados son ain preliminares y es necesario realizar mas experimentos con otros
conjuntos y otros espacios métricos. Por otra parte, estos resultados permiten calcular la
dimension intrinseca de un espacio métrico, un problema que sigue buscando propuestas
alternativas. Conocer la dimensién permite decidir mejor que estructura de datos es la mas
apropiada para una aplicacién especifica y por ende tiene valor practico. En la versién final
de este trabajo incluiremos mas resultados para reforzar la propuesta aqui presentada.
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