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Resumen

En este art��culo presentamos un lenguaje algebraico para la descripci�on de procesos
estoc�asticos, junto con probabilidades y no-determinismo, el cual permite tanto evaluar al-
gunos ��ndices de rendimiento como veri�car otro tipo de restricciones temporales: ROSA
(Reasoning On Stochastic Algebras). Como ejemplo de aplicaci�on, se analiza el Protoco-
lo del Bit Alternante, obteniendo el tiempo medio necesario para el env��o de un mensaje,
teniendo en cuenta que los canales pueden fallar con una probabilidad conocida.

Palabras Clave: Sistemas Distribuidos y Paralelismo, Teor��a de Computaci�on y Algoritmos.

1 Introducci�on

Las �Algebras de Procesos, usadas en el dise~no y an�alisis de Sistemas Concurrentes (Sistemas
Distribuidos, S. en Tiempo Real, S. Tolerantes a Fallos, etc.), han sido objeto de diversas
formalizaciones. En la �ultima d�ecada, adem�as, aspectos cuantitativos del dise~no de sistemas,
como pueden ser tiempo, probabilidades y prioridades han adquirido bastante relevancia.

En [2], podemos encontrar una primera aproximaci�on a incorporar probabilidades en
�Algebras de Procesos, de forma que se introduce el concepto de experimento probabil��stico.
En [7] se de�ne PCCS, un lenguaje algebraico basado en la versi�on s��ncrona de CCS, en
el cual reemplazamos el operador de elecci�on no-determinista por el operador de elecci�on
probabil��stica,

P
[pi]Ei, donde pi es la probabilidad con la cual el proceso se comporta como

Ei. En [13] el modelo es extendido, mediante la presentaci�on de las interpretaciones reactiva,
generativa y estrati�cada para procesos concurrentes probabil��sticos.

Podemos encontrar en [8] la de�nici�on de TPCCS Timed Probabilistic Calculus of Com-
municating Systems, el cual extiende CCS con probabilidades y tiempo. Dicho lenguaje
presenta operadores de elecci�on probabil��stica y de elecci�on no-determinista de forma alter-
nativa, es decir, en cada estado podemos encontrar o bien una elecci�on probabil��stica o bien
una elecci�on no-determinista. Debido a esto el modelo se llama \modelo alternante".

Asimismo, podemos encontrar extensiones de CSP en [4] y en [5], en las cuales se consi-
dera una interpretaci�on reactiva de las probabilidades, mientras que en [11] se estudia una
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interpretaci�on generativa. En ambos modelos se presenta una Sem�antica de Pruebas que es

completamente abstracta respecto a la Sem�antica Denotacional basada en �Arboles de Acep-
taci�on.

Podemos observar que en todos estos modelos probabil��sticos subyace la idea de mode-
lar un comportamiento no-determinista por medio de un operador probabil��stico, para lo
cual es necesario cuanti�car todos los comportamientos posibles del sistema mediante una
probabilidad. Obviamente, esto requiere un completo conocimiento cuantitativo sobre el
comportamiento del sistema, que desafortunadamente no siempre es posible, aunque a veces
puede ser estimado [9].

Es sabido que los sistemas concurrentes pueden tener comportamientos probabil��sticos y
comportamientos no-deterministas, por lo tanto ambos deben ser capturados por los modelos
que pretendan describirlos. Por ejemplo, un canal de comunicaciones puede fallar con una
probabilidad conocida, asimismo, no es predecible el orden de ejecuci�on de acciones invo-
lucradas en procesos paralelos (interleaving). Es l�ogico esperar de cualquier modelo que lo
describa, que capture ambos comportamientos �elmente.

Siguiendo estos requerimientos, en [14] se presenta una elecci�on probabil��stica de CCS.
Esta extensi�on dispone de un operador de elecci�on probabil��stica: �p, con una interpreta-
ci�on generativa de la misma, y el operador de elecci�on de CCS: � , se mantiene pasando a
representar el no-determinismo cl�asico. PCSP es una extensi�on probabil��stica de CSP presen-
tada en [10], esta extensi�on mantiene un operador no-determinista. Tambi�en se presenta una
Sem�antica Operacional, la cual distingue tres tipos de nodos: nodos probabil��sticos, nodos
no-deterministas y nodos acci�on.

TPAL es un lenguaje con probabilidades y tiempo, basado en LOTOS, en [3] se puede
observar que la elecci�on interna originaria de LOTOS ha sido sustituida por la elecci�on
probabil��stica. En este lenguaje se impone una alternancia entre los t�erminos probabil��sticos
y los no-deterministas.

Tambi�en es deseable tener en cuenta aspectos de prestaciones en el dise~no de sistemas
concurrentes. Es conocido que con frecuencia, los aspectos de e�ciencia no se tienen en consi-
deraci�on hasta que el sistema funciona correctamente en cuanto a los dem�as requerimientos,
i.e., una vez que el sistema ha sido completamente probado. Sin embargo, es obvio que existen
algunos sistemas (Sistemas de Tiempo Real) en los cuales necesitamos conocer a priori si el
sistema satisfar�a determinadas restricciones temporales. En consecuencia, cualquier mode-
lo que pretenda describir sistemas concurrentes, deber�a incluir capacidades para determinar
consideraciones de e�ciencia.

En [6] y [1] se presentan sendas �Algebras de Procesos Estoc�asticos que incluyen dichas
capacidades, esta �ultima, Extended Markovian Process Algebra (EMPA), tiene algunas carac-
ter��sticas similares a la que presentamos, como la concepci�on de tipos distintos de acciones
en base a su duraci�on (modelada por variables aleatorias de tipo Exponencial), o la race
policy (pol��tica de aceleraci�on de acciones). Sin embargo, en ROSA, el par�ametro temporal
de cada acci�on no restringe sus capacidades de sincronizaci�on, a diferencia de lo que ocurre
en EMPA. Fundamentalmente motivados por la claridad en el dise~no de sistemas (siguiendo
algunas ideas presentadas en [12]), en ROSA seguimos la pol��tica cl�asica de de�nir una sin-
taxis apropiada (distinta) para cada operaci�on. Mas a�un, el modelo que presentamos tiene
diferentes interpretaciones sem�anticas a las de EMPA con respecto a algunos operadores,
fundamentalmente el de composici�on paralela.

El trabajo se estructura como sigue: en la Secci�on 2 se de�ne la Sintaxis de ROSA, su
Sem�antica Operacional se presenta en la Secci�on 3 y en la Secci�on 4 describimos el algoritmo
de evaluaci�on de prestaciones. Finalmente, en la Secci�on 5 presentamos el caso de estudio:
el Protocolo del Bit Alternante.



2 Sintaxis del Lenguaje

Sea � = fa; b; c; ::g un conjunto de tipos de acciones. Sean p; q; r probabilidades y sean las
letras griegas par�ametros temporales de las acciones.

Los t�erminos de ROSA est�an de�nidos por:

P ::= 0 j a:P j ha; �i:P j P � P j P + P j P �r P j P jjAP j recX : P

donde r 2 (0; 1), � 2 R+ � f0g, A � � y P es un proceso de ROSA.

Los operadores son interpretados como en las �Algebras de Procesos cl�asicas, esto es,
accion:P representa el Operador Pre�jo, � y + son respectivamente las elecciones interna
y externa, jjA es el operador de sincronizaci�on en acciones pertenecientes al conjunto A, y
recX : P es el operador de recursi�on.

Los nuevos operadores incluidos en este trabajo son:

� ha; �i:P , que representa el operador de pre�jo temporizado, en este caso la acci�on eti-
quetada con a tiene una duraci�on que sigue una distribuci�on Exponencial de par�ametro
�. Observemos que ahora a:P es un caso particular de este operador considerando
� =1, lo que signi�ca que E[Exp[1]] = 0, i.e., esta acci�on tiene duraci�on 0.

� P �rQ denota el operador de elecci�on probabil��stica con la cl�asica interpretaci�on gene-
rativa: Con probabilidad r el proceso se comporta como P y con probabilidad 1� r se
comporta como Q.

3 Sem�antica Operacional

La sem�antica operacional est�a de�nida al estilo Plotkin y Milner (ver Tabla 1), por medio de
un sistema de transiciones etiquetadas que pueden ser de dos tipos:

� Transiciones probabil��sticas, de la forma siguiente:

P
r;a;�
�! Q

donde r es una probabilidad, a es un tipo de acci�on y � es un par�ametro de una
distribuci�on Exponencial que modela la duraci�on de la acci�on. Esta regla modela que
el proceso P puede evolucionar ejecutando la acci�on etiquetada con a, con probabilidad
r y con una duraci�on descrita por una distribuci�on Exponencial con par�ametro �.

� Transiciones no-deterministas:
P �! Q

Por medio de estas reglas capturamos las decisiones internas del sistema, resolviendo
as�� las elecciones no deterministas.

Las reglas S1, S2, S3 y la regla S6 son inmediatas por lo que no necesitan comentarios.
Las reglas S4 capturan la sem�antica de la elecci�on externa; concretamente las reglas S4a

y S4b representan la evoluci�on mediante la ejecuci�on de acciones que solo est�an disponi-
bles en uno de los componentes de la elecci�on. Cuando una acci�on puede ser ejecutada por
ambos argumentos, las reglas de la S4c a la S4h establecen la evoluci�on de P + Q, distin-
gui�endose varios casos dependiendo de la duraci�on de las acciones involucradas. Si en ambos
componentes la acci�on es inmediata (tiene duraci�on 0), la elecci�on ser�a resuelta de forma
no-determinista (reglas S4c y S4d), para lo cual se evoluciona a un estado intermedio resol-
viendo el no-determinismo, para despu�es ejecutar la acci�on correspondiente. En caso de que
la acci�on no sea inmediata en al menos uno de los dos componentes, la elecci�on se realizar�a
de forma probabil��stica, o, no-determinista primero y probabil��stica despu�es, atendiendo a la
siguiente distinci�on de casos (las acciones inmediatas tienen un cierto car�acter de urgencia):



(S1a)
a:P

1;a;1
�! P

(S1b)
ha; �i:P

1;a;�
�! P

(S2a) P
q;a;�

�! P
0

P �p Q
p�q;a;�

�! P
0

(S2b)
Q

t;a;�

�! Q
0

P �p Q
(1�p)�t;a;�
�! Q

0

(S3a)
P � Q

p

�! P
(S3b)

P � Q
p

�! Q

(S4a)
P

q;a;�

�! P
0
^ a =2 Type[D[Q]]

P + Q
q;a;�

�! P
0

(S4b)
Q

q;a;�

�! Q
0
^ a =2 Type[D[P ]]

P + Q
q;a;�

�! Q
0

(S4c)
P

q;a;1

�! P
0
^Q

r;a;1

�! Q
0

P + Q �! P
q;a;1

�! P
0

(S4d)
P

q;a;1

�! P
0
^Q

r;a;1

�! Q
0

P + Q �! Q
r;a;1

�! Q
0

(S4e)
P

q;a;�1

�! P
0
^Q

r;a;�2

�! Q
0
^ �2 6=1

P + Q �! P
q�r;a;�1+�2

�! P
0

(S4f)
P

q;a;�1

�! P
0
^Q

r;a;�2

�! Q
0
^ �1 6=1

P + Q �! Q
q�r;a;�1+�2

�! Q
0

(S4g)
P

q;a;�1

�! P
0
^Q

r;a;�2

�! Q
0
^ 9�i 6=1

P + Q
q�(1�r);a;�1

�! P
0

(S4h)
P

q;a;�1

�! P
0
^Q

r;a;�2

�! Q
0
^ 9�i 6=1

P + Q
(1�q)�r;a;�2

�! Q
0

(S5a)
P

q;a;�

�! P
0
^ a =2 Type[D[Q]] [ A

P jjAQ
q;a;�

�! P
0
jjAQ

(S5b)
Q

q;a;�

�! Q
0
^ a =2 Type[D[P ]] [A

P jjAQ
q;a;�

�! P jjAQ
0

(S5c)
P

q;a;1

�! P
0
^Q

r;a;1

�! Q
0
^ a =2 A

P jjAQ �! P
00
jjAQ

q;a;1

�! P
0
jjAQ

(S5d)
P

q;a;1

�! P
0
^Q

r;a;1

�! Q
0
^ a =2 A

P jjAQ �! P jjAQ
00 r;a;1

�! P jjAQ
0

(S5e)
P

q;a;�1

�! P
0
^Q

r;a;�2

�! Q
0
^ a =2 A ^ �2 6=1

P jjAQ �! P
00
jjAQ

q�r;a;�1+�2
�! P

0
jjAQ

(S5f)
P

q;a;�1

�! P
0
^Q

r;a;�2

�! Q
0
^ a =2 A ^ �1 6=1

P jjAQ �! P jjAQ
00 q�r;a;�1+�2

�! P jjAQ
0

(S5g)
P

q;a;�1

�! P
0
^Q

r;a;�2

�! Q
0
^ a =2 A ^ 9�i 6=1

P jjAQ
q�(1�r);a;�1

�! P
0
jjAQ

(S5h)
P

q;a;�1

�! P
0
^Q

r;a;�2

�! Q
0
^ a =2 A ^ 9�i 6=1

P jjAQ
(1�q)�r;a;�2

�! P jjAQ
0

(S5i)
P

q;a;�1

�! P
0
^Q

r;a;�2

�! Q
0
^ a 2 A

P jjAQ
q�r;a;min[f�1;�2g]

�! P
0
jjAQ

0

(S6a)
P [recX : P=X]

q;a;�

�! P
0

recX : P
q;a;�

�! P
0

Tabla 1: Sem�antica Operacional de ROSA

� Si ambos componentes cooperan para ejecutar la acci�on (reglas S4e y S4f), se da una
transici�on no-determinista primero y una probabil��stica despu�es, cuya probabilidad es
el producto de las probabilidades de ejecuci�on de la acci�on en ambos t�erminos. El nuevo
par�ametro temporal es la suma de los par�ametros originales, es decir, \se acelera" la
ejecuci�on de la acci�on (race policy).

� En otro caso, capturamos con las reglas S4g y S4h el caso en que solo una de las acciones
coopera en la ejecuci�on de la acci�on. Ahora se mantiene la duraci�on de la acci�on que
coopera como duraci�on de la acci�on ejecutada. Naturalmente la probabilidad es el
producto de la probabilidad de ejecuci�on de la acci�on que coopera y el complementario
de la probabilidad de ejecuci�on de la acci�on que no coopera.

Con las reglas S5 se describe el comportamiento del operador de composici�on paralela, el
cual es similar al de elecci�on externa cuando la acci�on a ejecutar no pertenece al conjunto
de sincronizaci�on. La regla S5i captura la mencionada excepci�on, y representa que la acci�on
m�as lenta impone su duraci�on sobre la otra, por medio del par�ametro temporal de la acci�on
ejecutada que es min[f�1; �2g].



Hemos usado dos funciones auxiliares que nos permiten hacer algunas distinciones nece-
sarias para dar la Sem�antica, tales como que una acci�on este disponible para su ejecuci�on
inminente en un proceso, o el tipo de la misma, D y Type respectivamente:

D es una funci�on de�nida sobre el conjunto de los procesos de ROSA, la cual asocia a
cada proceso el multiconjunto de acciones disponibles para su ejecuci�on inminente, y est�a
de�nida por medio de inducci�on estructural sobre el conjunto de los procesos de ROSA:

D : fprocesos de ROSAg ! M[�� R+ � f0g]
0  ?

a:P  fag

ha; �i:P  fha; �ig

P � Q  D[P ] [D[Q]
P + Q  D[P ] [D[Q]
P �r Q  D[P ] [D[Q]
P jjAQ  D[P ] [D[Q]
recX : P  D[P ]

Type es una funci�on de�nida sobre el conjunto de los multiconjuntos de acciones, que
asocia a cada multiconjunto el conjunto formado por el tipo de sus acciones:

Type :M[�� R+ � f0g] �! P[�]

4 Evaluaci�on de Prestaciones

A partir de la Sem�antica Operacional podemos construir para cada proceso su grafo de
transiciones, que nos va a permitir calcular algunos ��ndices de rendimiento por medio del
algoritmo que describen los siguientes 4 pasos:

1. Comenzamos eliminando del grafo de transiciones las transiciones no deterministas,
considerando as�� el no-determinismo del sistema, de forma que cada eliminaci�on produce
a partir del grafo que la contiene dos nuevos grafos, como puede verse en la Fig.1. De
esta forma se obtiene un conjunto de grafos de transici�on deterministas que solo tienen
transiciones probabil��sticas.

2. A continuaci�on reetiquetaremos cada transici�on
q;a;�
�! con

q;1=�
�! , de cada uno de los grafos

de transici�on deterministas generados en el paso anterior, obteniendo de esta forma los
llamados grafos temporales deterministas, que solo contienen informaci�on sobre la dura-
ci�on media asociada a cada transici�on y su probabilidad, y que carecen de la informaci�on
del tipo de acci�on ejecutada (Fig.1).
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   1jS 2jS
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iS iS

  λ,, ap  λ/1,p

jS           jS

Figura 1: Algoritmo de Evaluaci�on - Fases 1 y 2



3. Para cada uno de estos grafos se eliminan las transiciones con coste temporal nulo, por
medio de la uni�on de los nodos que estas transiciones conectaban en uno solo etiquetado
como cualquiera de los unidos (Si o Sj) (Fig.2). La probabilidad del arco eliminado
multiplicar�a a la de los arcos que parten del nuevo nodo Si _ Sj.

4. Una vez hemos completado las tres fases anteriores, hemos generado un conjunto de
grafos temporales reducidos deterministas (correspondientes a las posibles evoluciones
no-deterministas del sistema), para cada uno de los cuales podemos calcular el tiem-
po medio requerido para alcanzar un estado particular SF desde el estado inicial S0
(observemos que cada grafo temporal reducido determinista solo tiene un estado ini-
cial, que marcamos con un doble �ovalo y un �unico estado �nal, marcado con un doble
rect�angulo).

iS

  0,p       ji SS ∨

jS   11 /1, λpp      
jnjn pp λ/1,

       . . .

   11 /1, λp
jnjnp λ/1, 1jS    

jjnS

      . . .

1jS   
jjnS

asas

iS

   11 /1, λp    
ininp λ/1,

. . .

1iS
iinS

Figura 2: Algoritmo de Evaluaci�on - Fases 3 y 4

Denotemos en cada grafo temporal reducido determinista como TSi el tiempo medio
necesario para evolucionar desde el estado Si al estado �nal (SF ).

Tenemos (TSi =

niX
j=1

pj(1=�j+TSij )) siendo ni el n�umero de arcos que parten del estado

Si, y la etiqueta del arco que conecta el estado Si con Sij es (pj ; 1=�j) como puede verse
en la Fig.2.

Por lo tanto, el tiempo medio para alcanzar el estado �nal desde el estado inicial ser�a
TS0 , y puede ser calculado desarrollando la ecuaci�on recurrente descrita anteriormente.

Este algoritmo permite calcular tantos tiempos medios como diferentes formas \no-deter-
ministas" existen de evolucionar desde el estado inicial hasta el �nal (de acuerdo a los grafos
temporales reducidos deterministas obtenidos), este n�umero ser�a exponencial sobre el n�umero
de elecciones no-deterministas del grafo de transiciones.

El mayor y el menor de los valores as�� obtenidos proporcionan una valiosa informaci�on
sobre el tiempo asociado a la ejecuci�on del proceso objeto de nuestro estudio.

5 Especi�caci�on del Protocolo del Bit Alternante

El protocolo del bit alternante es un protocolo de comunicaciones que garantiza una comu-
nicaci�on segura (sin repetir mensajes) entre dos estaciones (Emisor y Receptor) a trav�es de
un canal que puede fallar con una probabilidad conocida, para lo cual se a~nade un bit a cada
mensaje, que controla con su valor la p�erdida y la no repetici�on del mismo. Estudiaremos
cuatro casos distintos de este protocolo:



1. En un primer caso, consideramos 1 emisor, 1 receptor y 1 canal infalible.

2. En un segundo consideramos el mismo n�umero de elementos, pero ahora el canal puede
fallar con una probabilidad conocida p.

3. En el tercero extenderemos el modelo del caso previo considerando n emisores, m re-
ceptores y 1 canal que falla con probabilidad p.

4. En el �ultimo caso, consideramos n emisores, m receptores y 2 canales id�enticos al del
caso anterior.

Como el protocolo del bit alternante carece de comportamientos no-deterministas podremos
obviar la primera fase del algoritmo de evaluaci�on, pues el grafo generado por la Sem�antica
Operacional es un grafo de transici�on determinista.

5.1 Caso 1

En este caso, el emisor (Sender) y el receptor (Receiver) sincronizar�an en tm (transmisi�on
del mensaje). El canal (Channel) y el receptor lo har�an en dm (entrega del mensaje):

Sender: S = htm; 
i:S

Channel: Ch = tm:hdm; �i:Ch

Receiver: R = dm:out:R

Alternating Bit Protocol 1:

ABP � S jjA1
Ch jjA1

R

A1 = ftm; dmg

           RChS             RChS

        γ,,1 tm          γ/1,1   RChS

 RChdmS ., >< µ   RChdmS ., >< µ           µ/1,1        γ/1,1

       ∞,,1 out         µ,,1 dm         0,1          µ/1,1      RChdmS ., >< µ

        RoutChS .         RoutChS .

Figura 3: Caso 1 - grafos de transici�on determinista, temporal determinista y temporal redu-
cido determinista

En la Fig.3 podemos observar (de izquierda a derecha): el grafo de transici�on determinista,
el grafo temporal determinista y el grafo temporal reducido determinista correspondientes a
este caso (en el cual los estados inicial y �nal coinciden).

A partir de este �ultimo grafo se puede calcular el tiempo medio para completar la trans-
misi�on de un mensaje:

TS0 = 1(1=
 + TS1) = 1=
 + TS1

TS1 = 1(1=� + TSF ) = 1=�
En consecuencia:

T =
1



+

1

�



5.2 Caso 2

Consideremos ahora un nuevo proceso activador (Activator) que controla la alternancia del bit
que se a~nade a cada mensaje. El activador y el emisor sincronizar�an en inj (correspondiente a
a~nadir el bit j al mensaje). Emisor y receptor sincronizar�an en tmj (transmisi�on del mensaje
con bit j), en daj (entrega del acuse de recibo del mensaje con bit j) y en �

00 (entrega de
mensaje de error), y canal y receptor sincronizar�an en dmj (entrega del mensaje con bit j),
en � (entrega de mensaje de error), en taj (transmisi�on del acuse de recibo del mensaje con
bit j) y en �

0 (transmisi�on de mensaje de error). Con la intenci�on de aclarar el dise~no en lo
m�as posible se separa el canal en dos procesos, Go y Ba (uno para cada direcci�on), que nos
permite capturar e identi�car los diferentes mensajes de error que aparecen tras determinado
tiempo, cuando el canal falla en la correspondiente direcci�on:

Activator: A = in0:in1:A

Sender: S = inj:Sj

Sj = htmj ; 
i:(daj :S + �
00
:Sj)

Channels: Go = tmj :(h�; �i:Go�p hdmj ; �i:Go)
Ba = taj :(h�

00
; �i:Ba�p hdaj ; �i:Ba) + �

0
:h�00; �i:Ba

Receiver: R = �:�
0
:R+ dm0:out:ta0:RR+ dm1:ta1:R

RR = �:�
0
:RR+ dm0:ta0:RR+ dm1:out:ta1:R

Alternating Bit Protocol 2:

ABP � A jjA2
S jjA2

Go jjA2
Ba jjA2

R

A2 = finj; tmj ; dmj ; taj ; daj ; �; �
0
; �
00g

RBaGoSA

       ∞,,1 0in

         RBaGoSAin .1

    γ,,1 0tm

RBaGodmGoSSdaAin p .,.,'.'.. 0001 ><⊕><+ µµλλ

µλ ,'',1             µλ ,,p µ,,1 0dmp−

     RBaGoSSdaAin '.'.'.. 001 λλ+        RRtaoutBaGoSSdaAin ..'.'.. 0001 λ+

 ∞,',1 λ   ∞,,1 out

RBaGoSSdaAin .,'''.'.. 001 ><+ µλλ        RRtaBaGoSSdaAin .'.'.. 0001 λ+

∞,,1 0ta

       RRBadaBaGoSSdaAin p .,.,'''.'.. 0001 ><⊕><+ µµλλ

      µλ ,'',p       µ,,1 0dap−

 RRBaGoSAin 01.             RRBaGoSAin .1

γ,,1 0tm            µ,,1 0dmp−

RRBaGodmGoSSdaAin p .,.,'.'.. 0001 ><⊕><+ µµλλ

      µλ ,'',1              µλ ,,p

RRBaGoSSdaAin '.'.'.. 001 λλ+

       ∞,',1 λ

        RRBaGoSSdaAin .,'''.'.. 001 ><+ µλλ

RBaGoSA

       0,1

         RBaGoSAin .1

    γ/1,1

RBaGodmGoSSdaAin p .,.,'.'.. 0001 ><⊕><+ µµλλ

µ/1,1             µ/1,p µ/1,1 p−

     RBaGoSSdaAin '.'.'.. 001 λλ+        RRtaoutBaGoSSdaAin ..'.'.. 0001 λ+

 0,1   0,1

RBaGoSSdaAin .,'''.'.. 001 ><+ µλλ        RRtaBaGoSSdaAin .'.'.. 0001 λ+

         0,1

       RRBadaBaGoSSdaAin p .,.,'''.'.. 0001 ><⊕><+ µµλλ

        µ/1,p         µ/1,1 p−

 RRBaGoSAin 01.          RRBaGoSAin .1

γ/1,1 µ/1,1 p−

 RRBaGodmGoSSdaAin p .,.,'.'.. 0001 ><⊕><+ µµλλ

      µ/1,1              µ/1,p

RRBaGoSSdaAin '.'.'.. 001 λλ+

       0,1

        RRBaGoSSdaAin .,'''.'.. 001 ><+ µλλ

Figura 4: Caso 2 - grafo de transici�on determinista y grafo temporal determinista

Comprobemos, en primer lugar, que la especi�caci�on garantiza que el mensaje siempre
llega al receptor:

P [llegue] =
P
1

n=0 P [llegue por primera vez en el intento (n+ 1)] =
=
P
1

n=0 P [falle en los primeros (n) intentos] � P [llegue en el intento (n+ 1)] =

=
P
1

n=0(1� (1� p)2)n � (1� p)2 = (1� p)2=(1� (2p� p
2)) = 1.



Calculemos ahora el n�umero medio de intentos necesarios para completar la transmisi�on
de un mensaje:
La variable aleatoria que simula el n�umero de intentos hasta los n primeros �exitos es la
Binomial Negativa, luego como necesitamos estudiar el n�umero de intentos hasta el primer
�exito, donde P[exito] = (1� p)2 (�exito es equivalente a que el canal funcione bien en ambas
direcciones), entonces el valor buscado ser�a la Esperanza matem�atica de
X v NB[1; (1 � p)2], i.e., E[X] = (1 � (1 � p)2)=(1 � p)2 = (2p � p

2)=(1 � p)2, que es el
cociente entre las probabilidades de que el canal falle y de que el canal funcione bien.

         RBaGoSAin .1

    γ/1,1

RBaGodmGoSSdaAin p .,.,'.'.. 0001 ><⊕><+ µµλλ

µ/1,1             µ/1,p µ/1,1 p−

     RBaGoSSdaAin '.'.'.. 001 λλ+        RRtaoutBaGoSSdaAin ..'.'.. 0001 λ+

    µ/1,p   µ/1,1 p−

RRBaGoSAin 01. RRBaGoSAin .1

   γ/1,1 µ/1,1 p−

       RRBaGodmGoSSdaAin p .,.,'.'.. 0001 ><⊕><+ µµλλ

            µ/1,1 µ/1,p

RRBaGoSSdaAin '.'.'.. 001 λλ+

Figura 5: Caso 2 - grafo temporal reducido determinista

Finalmente, el tiempo medio T necesario para completar la comunicaci�on de un men-
saje puede ser obtenido a partir del grafo temporal reducido determinista (ver Fig.5, donde
enumeramos los estados de arriba a abajo y en la misma altura de izquierda a derecha). A
este grafo llegamos aplicando al grafo de transici�on determinista generado por la sem�antica
operacional (ver Fig.4), la segunda fase del algoritmo de evaluaci�on que nos conduce al grafo
temporal determinista (Fig.4) y sobre este aplicamos la tercera fase del m�etodo descrito.

Por lo tanto, partiendo de la Fig.5 se obtiene f�acilmente:

Testado inicial = T0 = 1=
 + T1

T1 = p(1=�+ T2) + (1� p)(1=�+ T3)
T2 = 1=�+ T0 = 1=�+ 1=
 + T1

T3 = (1� p)(1=�+ TSF ) + p(1=�+ T4) =
1�p
� + p(1=�+ T4)

T4 = 1=
 + T5

T5 = p(1=�+ T6) + (1� p)(1=�+ T3)
T6 = 1=�+ T4

...



De ah��, podemos calcular el valor de T:

T =
1=
 + 2=�

(1� p)2

5.3 Caso 3

En este caso disponemos de n emisores compitiendo por el uso del canal, el cual ser�a asignado
de forma no-determinista:

Activator: A = in0:in1:A

Senders: S =

nX
i=1

Sik

Sik = inj :Sijk

Sijk = htmijk; 
ii:(daj :S + �
00
:Sijk)

Channels: Go = tmijk:(h�; �i:Go �p hdmjk; �i:Go)
Ba = taj :(h�

00
; �i:Ba�p hdaj ; �i:Ba) + �

0
:h�00; �i:Ba

Receivers: R = �:�
0
:R

mX
k=1

(dm0k:outk:ta0:RR+ dm1k:ta1:R)

RR = �:�
0
:RR

mX
k=1

(dm0k:ta0:RR+ dm1k:outk:ta1:R)

Alternating Bit Protocol 3:

ABP � A jjA3
S jjA3

Go jjA3
Ba jjA3

R

A3 = finj; tmijk; dmjk; taj ; daj ; �; �
0
; �
00g

Los grafos, tanto para este modelo como para el siguiente son el mismo que los del caso
anterior, con la �unica excepci�on de la competencia por el recurso compartido, la cual introduce
�unicamente un nuevo estado por delante del estado inicial, y en la transici�on que los une se
decide la asignaci�on del recurso a uno u otro proceso, para lo cual se supone un coste temporal
nulo.

Una vez que el emisor i ha obtenido el canal, necesitar�a un tiempo
T = (1=
i +2=�)=(1� p)2 para completar la comunicaci�on de su mensaje. As�� pues, resuelto
el caso 2, nuestro problema pasa al terreno de la Teor��a de Colas cl�asica.

Supongamos que la posici�on esperada por el emisor i en la cola para acceder al canal es
j + 1, por lo tanto el emisor i debe esperar el tiempo requerido por los j emisores que le

preceden, para que completen sus transmisiones, a saber:
Pj

n=1(1=
n + 2=�)=(1 � p)2, a lo

cual se le a~nade el tiempo para su propia transmisi�on: (1=
i + 2=�)=(1 � p)2, obteniendo de
esta forma:

T =
1=
i + 2=�+

Pj
n=1(1=
n + 2=�)

(1� p)2

5.4 Caso 4

Suponemos que ambos canales tienen la misma probabilidad de fallar, p. La especi�caci�on de
este caso es esencialmente id�entica a la del caso anterior, excepto que se necesitan 22 estados
para que cada receptor pueda identi�car la posible repetici�on de los mensajes. Tambi�en
otorgamos a los emisores la posibilidad de poder mantener la comunicaci�on paralela de tantos
mensajes como canales tenga asignados:



Activators:
A0 = in00:in0:in10:in0:A0

A1 = in01:in1:in11:in1:A1

Senders:

S =

nX
i=1

Sik

Sik = injg:Sijgk

Sijgk = htmijgk; 
ii:(dajg:ing:S + �
00

g :Sijgk)

Channels:
Gog = tmijgk:(h�g; �i:Gog �p hdmjgk; �i:Gog)
Bag = tajg:(h�

00

g ; �i:Bag �p hdajg; �i:Bag) + �
0

g:h�
00

g ; �i:Bag

Receivers:

R = �0:�
0

0
:R+ �1:�

0

1
:R

mX
k=1

1X
j=0

1X
g=0

dmjgk:outk:tajg:R
jg

R
jg = �0:�

0

0
:R

jg + �1:�
0

1
:R

jg

mX
k=1

1X
r=0

1X
s=0

�
dmrsk:tars:R

rs
r = j ^ s = g

dmrsk:outk:tars:R
rs

e:o:c:

Alternating Bit Protocol 4:

ABP � A0 jjA4
A1 jjA4

S jjA4
S jjA4

Go0 jjA4
Ba0 jjA4

Go1 jjA4
Ba1 jjA4

R jjA4
R

A4 = finjg; ing; tmijgk; dmjgk; tajg; dajg; �g; �
0

g; �
00

gg

Nos encontramos con el mismo an�alisis del tiempo necesario para que el emisor i complete
la comunicaci�on de su mensaje, que en el modelo con un solo canal, a excepci�on de que
ahora el tiempo necesario para que los j emisores que le preceden completen sus respectivas

comunicaciones es la mitad (en promedio) que en el caso anterior: (
Pj

n=1(1=
n + 2=�)=

=(1 � p)2)=2, de nuevo lo sumamos al tiempo necesario para su propia comunicaci�on:
(1=
i + 2=�)=(1 � p)2 obteniendo �nalmente:

T =
1=
i + 2=�+

Pj
n=1(1=2
n + 1=�)

(1� p)2

Generalizando al caso en que se disponga de k canales, se obtiene:

T =
1=
i + 2=�+

Pj
n=1(1=k
n + 2=k�)

(1� p)2

Por consiguiente, es inmediato que en el l��mite k ! 1, cada emisor necesitar��a el mismo
tiempo que si dispusiera de un canal para su uso exclusivo.

6 Conclusiones y Trabajos Futuros

Se ha presentado un lenguaje algebraico, ROSA, para la modelizaci�on y el an�alisis de sis-
temas con probabilidades y no-determinismo. Se ha de�nido su sem�antica operacional y un
mecanismo de evaluaci�on de prestaciones, que permite obtener para cada proceso un conjunto
de grafos a partir de los cuales se puede computar el tiempo medio necesario para alcanzar el
estado �nal a partir de cualquier estado. Finalmente se podr�an calcular unas cotas m��nimas
y m�aximas para los tiempos medios de todo el sistema. En particular, se ha aplicado es-
te m�etodo para la evaluaci�on cualitativa y cuantitativa del protocolo del bit alternante en
algunos casos interesantes, habi�endose obtenido como resultado los valores que cab��a esperar.



Nuestro trabajo actual est�a orientado principalmente a de�nir una relaci�on de equivalencia
por bisimulaci�on sobre ROSA, la que resultar�a valiosa para programar una herramienta para
la aplicaci�on del lenguaje. Finalmente, tambi�en estamos trabajando sobre la aplicaci�on del
lenguaje a otros ejemplos m�as complejos y de gran inter�es, como a algunos algoritmos para
la compresi�on y transmisi�on de secuencias de audio y de v��deo.
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