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Resumen

Un patrén es un molde que describe un conjunto de términos con los cuales el patrén
se aparea. Un conjunto de patrones es ambigiio si existen al menos dos patrones en el
conjunto que se aparean con un mismo término. En la regla de prioridad textual, los pa-
trones que aparecen textualmente primero tienen preferencia para el aparareamiento con los
términos. En este trabajo presentamos un método para eliminar la ambigiiedad en un con-
junto de patrones preservando el particionamiento inducido por el conjunto ambigiio cuando
el apareamiento se realiza con prioridad textual. Adicionalmente, nuestro método permite
decidir la incompletitud del conjunto inicial de patrones, la existencia de patrones intutiles y
encontrar conjuntos de cobertura que tienen aplicacién en pruebas de teoremas por induccién
por reescritura.
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1 Introduccion

En los lenguajes funcionales que admiten paso de parametros por apareamiento de patrones como,
por ejemplo, Caml [Ler97], Sml [Pau96] y Haskell [Hud90], se permite que el programador utilize
conjuntos de patrones ambigiios e incompletos en las definiciones funcionales. Esto facilita la
programacion sobre todo cuando la firma del tipo de los pardametros es extensa. Es tarea de
los procesadores de esos lenguajes resolver la ambigiiedad en los conjuntos de patrones, generar
estrategias de apareamiento y emitir advertencias en el caso de incompletitud [PS93a, PS93b|. Lo
primero, normalmente se logra a través de una pragmadtica en el uso del lenguaje, por ejemplo, la
regla de prioridad textual [Lav91], donde el programador escribe primero los casos mas definidos,
luego los mas generales y la manera de resolver la ambigiiedad es tratar de aparear con el argumento
prioritariamente los patrones que aparecen primero textualmente.

Tales convenciones pragmaticas en el uso de lenguajes de programacion no pueden trasladarse
directamente a formalismos més abstractos como los sistemas de reescritura [Klo92, CJ97, BN9§|,



donde esencialmente las reglas son aplicadas no deterministicamente a los términos que se re-
escriben. Por lo tanto, si queremos modelar las computaciones de un programa funcional (esen-
cialmente deterministico) por medio de un sistema de reescritura [Sal00], previamente debemos
eliminar cualquier ambigiiedad presente en los conjuntos de patrones de las definiciones funcionales
antes de tratar de formular el correspondiente sistema de reescritura modelo.

Por ejemplo, considere el siguiente programa Caml:

type tree = N of tree x tree | H;;
let rec flat = function N(N(z,y),2) — flat (N(z,N(y,2)))
| N(z,y) = N(z, flat y)
T — X

El conjunto de patrones { N(N(z,y), z), N(x,y), x} es ambigiio ya que, por ejemplo, el término
N(N(H,H), H) se puede aparear (ignorando la convencién de prioridad textual) con cualquiera
de los patrones. De igual forma, el término N(H, H) se puede aparear con el segundo o con el
tercer patron. Més aun, cualquier término que se pueda aparear con alguno de los dos primeros
patrones, también se podra aparear con el tercero. El correspondiente sistema de reescritura
asociado después de eliminar la ambigiiedad es:

flat(N(N(z,y), z)) — flat(N(z, N(y, 2)))
flat(N(H,y)) = N(H, flat(y))
flat(H) — H

Note como el segundo patrén ha cambiado de N(x,y) a N(H,y) por medio de la sustitucién
{z + H} y el tercer patrén han cambiado de x a H por medio de {z — H}, obteniéndose un
sistema equivalente pero no ambigiio. Ademds, en ambos casos (programa funcional y sistema de
reescritura) el conjunto de patrones es completo, es decir, para cualquier término cerrado de tipo
tree, existe al menos un patrén que se aparea con él.

Podemos expresar el problema de eliminar ambigiiedad en un conjunto de patrones asi: dado
un conjunto (posiblemente ambigiio) de patrones IT = {p;,...,p,}, se desea hallar un conjunto
(posiblemente vacio) de sustituciones o = {07, ... ,afj [i; >0, j=1,...,n} tales que el conjunto
de patrones II' = {p101,p103,... ,p10}.,p20%, ... ,ppo}" } obtenido al aplicar las sustituciones o no
sea ambigiio. Note que a cada patron p; del conjunto inicial IT corresponde un subconjunto no
ambigiio de patrones {pio1,... ,plaill} C IT' que se deben aparear con los mismos términos cerrados
que p; para conservar el particionamiento inducido por II usando la regla de prioridad textual.

2 Definiciones basicas y notacion

Definicién 1 (Términos, términos cerrados) Sean V un conjunto enumerable de elementos
denominados variables y F un conjunto enumerable de elementos denominados simbolos de funcion,
con FNY =0, dotado de una funcion de aridad a : F — N. El conjunto T de términos estd
definido como la F-dlgebra libre generada por V. Es decir, un término es una variable o es de la
forma F(t,... ,t,) para algunos F € F, ={F € F | a(F)=n} yti,... ,t, € T. Si un término
no contiene variable diremos que es cerrado.



Definicién 2 (Orden prefijo) Sea N el conjunto de secuencias de enteros positivos, A la se-
cuencia vacia en N y - la operacidn de concatenacion de secuencias. N estd dotado de la relacion
de orden Ty, definida por: Vp,q € N, p Cpre ¢ ssi Ir € Ny [p-r = q]. Diremos que p es un
prefijo de q cuando p Ty, q.

Definicién 3 (Conjunto de posiciones, subtérminos, profundidad) Para cualquier térmi-
not € T, definimos su conjunto de posiciones Pos(t) C N y el subtérmino det en o, t|, € T, para
cualquiera o € Pos(t), de la manera siguiente: i) sit = x € V entonces Pos(t) = {A} y t|x = t; ii)
sit= f(t1,...,tn), entonces Pos(t) ={A}U{i-0/1<i<mn, o€ Pos(t;)}, tla =t y tlio = tilo-
Diremos que el subtérmino t|, tiene una ocurrencia en t en la posicion o. Sit es un término, su
profundidad es la longitud de su mds larga posicion: Prof(t) = maz{|o| / o € Pos(t)}.

Definicién 4 (Constructores, tipos) Un constructor es un simbolo funcional definido en una
declaracion de tipo: T = Ay (ty, ...t} ) |---| An(t},... ;2 ) | By |---| Bm, donde T es el iden-
tificador del tipo declarado, A; son constructores de aridad a; (i = 1,...,n), B; constructores de
aridad 0 (5 = 1,...,m) y los t. son identificadores de tipos (i = 1,... ,n; k =1,...,a;). En
este trabajo suponemos que todo término t es de algun tipo T y denotamos t : T esta relacion. Al
conjunto de términos cerrados de tipo T' lo denotaremos T.

Definicién 5 (Sustitucidén) Una sustitucion o es un endomorfismo en el conjunto de términos,
es decir, una funcion de T en T tal que o(F(t1,... ,t,)) = F(o(t1),...,0(ty)). Por lo tanto,
una sustitucion estd totalmente definida por sus valores sobre las variables. La aplicacion de una
sustitucion o a un término t la denotaremos to.

Definicién 6 (Instanciacién valida) Sea t un término. Diremos que la sustitucion o es vdlida
para t si t y to son del mismo tipo. Si o es una sustitucion vdlida para t diremos que to es una
instancia valida de t. La obtencion de instancias vdlidas la [lamaremos instanciacion vdlida.

Definicién 7 (Igualdad hasta renombramiento de variables) Sean t y ty dos términos del
mismo tipo. Diremos que ti es igual a ty hasta renombramiento de variables, t; = ty, si hay una
sustitucion o tal que tio =ty y o consiste solo de sustituciones de variables por variables.

Definicién 8 (La relacién de apareamiento <) FEl casiordenamiento'< sobre términos estd
definido por t < t' si existe una sustitucion vdlida o tal que to = t'. Sit <t diremos que t se
aparea con t', o que t es mds general que t', o que t' estd mds definido que t.

Definicién 9 (Patrones) Un patrén es un término lineal, es decir, un término en el cual ninguna
variable aparece mds de una vez. Un patron puede ser visto como representante de un conjunto
de términos que comparten un prefijo comun, los subtérminos localizados bajo este prefijo comun
estan ligados a las variables del patron.

Definicién 10 (Patrones ambigiios) Un conjunto de patrones es ambigiio si existen al menos
dos patrones distintos en el conjunto que se aparean con un mismo término.

LUn casiordenamiento es una relacién reflexiva y transitiva.



Definicién 11 (Conjunto cubierto) Sea II un conjunto de patrones de tipo T. El conjunto
cubierto por 11, denotado [I1], es el conjunto de términos cerrados que pueden ser obtenidos a
partir de algin patrén en 11 via instanciacion vdlida: [II] = {t € Ty, / Ip € T[p < t]}.

Definicién 12 (Conjunto completo de patrones) Un conjunto 11 de patrones de tipo T es
completo si cubre al conjunto Ty, de términos cerrados de tipo T, es decir, si [II] = Tx.

Definicién 13 (Regla de prioridad textual) Sean II = {pi;...;p,} una secuencia de pa-
trones de tipo T y Q un conjunto de términos de tipo T. Definimos Cq(p;) como el conjunto
formado por los términos en Q) con los cuales el patron p; € 11 se aparea bajo la regla de prioridad

textual: Co(p)) ={t € Q [ pi S tAVj <ilp; At} (i=1,...,n).

Definicién 14 (Secuencia completa de patrones) Seall = {p;;... ;p,} una secuencia de pa-
trones de tipo T'. Diremos que Il es completa si cubre al conjunto Tx, de términos cerrados de tipo
T bajo la regla de prioridad textual: ¥t € T, Ip; € 11 [t € Cry. (pi)]-

Proposicién 1 (Particionamiento inducido) Si Q C T y Il = {py;... ;pn} es una secuencia
completa de patrones de tipo T' entonces {Cq(p1), ... ,Co(pn)} es una particion de Q.

Demostracién. Primero mostraremos que | JCq(p;) = Q. Como Vp; € II [Co(p;) C Q] tenemos
que |JCo(pi) € Q. Por otra parte, como II es una secuencia completa de patrones de tipo T
yQ C Ty : VYVt € Q3p; € I [t € Cy(pi)]. Luego, @ C JCq(pi). Ahora mostraremos que
Vi,j € {1,... ,n} [i # j = Cq(pi) N Cq(p;) = 0]. Suponga que i # j y Cqo(pi) N Co(p;) # 0. Es
decir, 3t € Q [t € Co(pi) At € Co(pj) Ni # j]. Notando que t € Co(p;) = Vk <ift ¢ Colpr)] y t €

Co(pj) = Vk < jt ¢ Co(pk)]. Como i # j =1 < jVYj<i,tenemos claramente una contradicciérﬁ

Definicién 15 (Patrones inttiles, secuencia equitativa) Sea II = {p;;... ;p,} una secuen-
cia de patrones de tipo T, diremos que p; € 11 es initil si Cr.(p;) = 0. Diremos que Il es equitativa
st es una secuencia completa y no contiene patrones inutiles.

Por ejemplo, siT = N(T,T) | H y Il = {N(x,y); N(H, H); H}, entonces N(H, H) es un patrén
inutil.
3 Generacion de formas

Sea el tipo T = A (t{,...,tL) |---| An(t},... ,t2 ) | By |---| Bp. Definimos los conjuntos f de
formas del tipo 7" a nivel ¢ de la siguiente manera:

& ={A(z1, .. ,2a0)s - An(yi, -+ 1 ¥a,) }UB
T =A@, &) [ Ay, o) € fE A a; e [T (G=1,...,k)}UB

= Up (A dw) [ oy € 7 (G=1,...,a)}UB (i=0,1,...)

donde z1, ..., %4, ,Y1,--. ,Ya, son variables nuevas y distintas, B = {B, ..., B}, & es « con
sus variables renombradas y 7(x) el tipo de x.



Por ejemplo, si T'= N(T,T) | H, entonces

f(? = {N(:U,y),H}
I ={N{N(z,y), N(z,w)), N(N(z,y), H), N(H, N(z,y)), N(H,H), H}

Por su construccion, las formas son conjuntos de patrones que presentan propiedades impor-
tantes:

Lema 1 Para cualesquiera nivel i y tipo T, el conjunto de formas f no es ambigiio:

Vi > OVT Vt:T Vpi,ps € f] [t Rt Ap1 #p2 = po £ ]

Demostracion. Por induccién natural en el nivel 7 del conjunto de formas.
Caso i = 0. Probaremos que si un patrén p; € fI se aparea con un término ¢ : T, entonces no
puede haber otro patrén ps € fI que se aparee con ¢:

VTVt:TVpl,pQGfg [p1 Xt ADLF# 2= po A

De acuerdo a la forma de los elementos de f&, habran dos posibilidades:

Primera, p; = Aj(21,...,%q) con 2 : t& (k =1,... ,a;). En este caso, ¢t debe ser de la forma
Ai(ay, ... ,a,). Notando que el tinico patrén en fi con simbolo raiz A4; es p;; y que un patrén
s6lo se puede aparear con ¢ si su simbolo raiz es A;, concluimos que Vpy [p1 # p2 = p2 A 1]

La otra posibilidad es p; = B;. En este caso necesariamente ¢t = Bj; y trivialmente se cumple
que Vps [p2 # By = po £ t]. Por lo tanto, el lema se cumple para i = 0.

Hipdtesis inductiva: para ¢ = k suponemos que para cualquier tipo T, fI no es ambigiio.

Caso © = k + 1. Demostraremos este caso por contradiccién. Supongamos que existe un
tipo T tal que f,cTJr1 es ambigiio. Entonces, existen un término ¢ : T' y dos patrones p;,p, €
f,?ﬂ con p; # po tales que p; <ty ps =< t. La tnica posibilidad para que ésto suceda es cuando
t=Ao, ..., 0q), pr =40, Ba), Y P2=A(7,...,7,) Entonces, paraj=1,...,a;

P1 <t= ElO'l [plO'l = t] = ElO'1Vj [5]'0'1 = Oéj] P2 <t= 30'2 [p202 = t] = HUQ\V/j [’)/jO'Q = CY]']

Por lo tanto, para j = 1,... ,a;: ;01 = 7j02. Como p; # po, existe al menos un j' tal que f;; # ;.
Ademas, por construccion de fkTH, tenemos que [ € f,ﬁ’ y v € f,f, donde t' = té.,. Finalmente,
como Bjoy = oy y V109 = oy y Bjr # v, tenemos que existe un tipo ¢’ tal que f,ﬁ’ es ambigiio.
Con lo cual se contradice la hipo6tesis inductiva y el lema queda demostrado.

[ |

Lema 2 Para cualesquiera nivel i y tipo T, el conjunto de formas f es completo:

Vi>0VT Vte Ty g€ [ [q < 1]



Demostracion. Por inducciéon natural en el nivel ¢ del conjunto de formas.

Note que si ¢t € T, entonces t = Bj; ot = Aj(a, ... ,aq,) con a; € (té)g G=1,...,4).
Caso i = 0. Sit = Bj entonces ¢ = B, € fl yq <t Sit = Afai,...,aq,) entonces
q=A(z1,...,74) € f& vy q=t. Endmbos casos, ¢ € fl yq=t.

Hipdtesis inductiva: para ¢ = k suponemos que VT Vt € Ty, g € f' [q < t].
Caso i = k+ 1. Sit = B; entonces ¢ = B; € [y ¢ 2 t. Sea ahora t = Aj(ay,. .., 0q).
Considere el subconjunto A; de las formas de T" a nivel k£ + 1 con A; como constructor principal:

_ ~ - ]
A ={A(Br, ..., Ba) | B € f,? (j=1,...,4)} C fl,,. Por hipétesis inductiva, sabemos que

l.
Va; € (té-)z 385 € f,? [3; 2 a;] (7 =1,... ). Porlo tanto, Ai(f,...,5;,) = t. En consecuencia,
A(BL. .. ,B"”) < t. Ademés, A;(5], ... 731,11) € A;. Haciendo q = A)(f}, ... ,B;l), concluimos que
T
q € frpya=t. =
Proposicién 2 Para cualesquiera tipo T, nivel i y patrén q € fI', la profundidad de q es menor
o igual a1+ 1.

Demostracion. Por induccion natural en el nivel 7.

Casoi =0 : f& = {Ai(z1,...,24),- A1, ,Ya,), Bi,...,Bpn}. Claramente, Vq €
f [Prof(g) < 1=i+1].

Caso i = k: Suponemos que VT Vq € f [Prof(q) <k +1].

l
Casoi=k+1: g€ fl,,=q¢=B; € BVqg=A(d,...,0,) con a; € f,zj G=1,...,4).
Evidentemente, si ¢ = B, entonces Prof(q) = 0 < k+ 1. Si ¢ = A(dy,...,d,) como (por
hipétesis inductiva) Vj = 1,... ,a; : Prof(a;) < k+ 1 tenemos que Prof(q) < k+2=1i+1 ya
que el renombramiento de variables no altera la profundidad de un término. -

Proposicién 3 Para cualesquiera tipo T, nivel i y patrén q € fI, si o es la posicion de una

variable v € Vars(q) entonces |o| =i + 1.

Demostracion. Por inducciéon natural en el nivel ¢.

Caso i = 0 : los tinicos términos en fI con variables son {Ay (21, ... ,24,)s--- , An(Y1,- -+ 1 Ya,)}-
Para cada uno de estos términos A;(z1,...,2,) (j = 1,... ,n) las posiciones de las variables son
{1,...,a;} y cada posicién tiene longitud 1 =i+ 1.

Caso i = k : Suponemos que VI Vq € fI Vo € Pos(q) [q(0) € Vars(q) = |o] = k + 1].

Casoi=Fk+1: Sige€ fL tiene variables, ¢ debe ser de la forma A;(, ... , G, ) para algunos

aj € f,?, (j=1,...,a) donde al menos uno de los &; contiene variables. Para cualquier «; € f,?
que contenga variables, por hipotesis inductiva, las posiciones de éstas tendran longitud £+ 1. Por
lo tanto, las variables en ¢ = A;(d, ... , aq,) tendran posiciones de longitud k£ + 2 =i+ 1, porque
el renombramiento de variables no altera las longitudes de las posiciones de las variables.

[ |

Definicién 16 (Profundidad méxima de un constructor) La profundidad mdzima de un con-
structor en un término no variable p es la longitud mdxima de las posiciones de los subtérminos
de p cuya raiz no es un simbolo variable, o 0 si p es una variable:

0 sipeV

PMC(p) = { mdz {|u| / uw € Pos(p) Ap|l, ¢ V} sip¢V



Proposicién 4 Para cualesquiera tipo T, nivel i y patrén q € f

., la profundidad mdzima de un
constructor en q es menor o igual a i.

Demostraciéon. Por induccion natural en el nivel ¢.
Caso i =0: ¢ es de la forma B; o Aj(xy,...,%,). En d&mbos casos PMC(q) =0 = i.
Caso i = k : Suponemos que VT Vq € f' [PMC(q) < k].

!
Casoi=k+1:q€ fl,, =q=B €BVqg=A(d,...,q,) con qo; € f,zj G=1... ).
Si ¢ = By entonces PMC(q) =0 < k+1. Siqg= A(d,...,0a,) como (por hipdtesis inductiva)
Vji=1,...,a,: PMC(a;) < k tenemos que PMC(q) < k+ 1 =i ya que el renombramiento de
variables no altera la profundidad maxima de un constructor en un término.

Note que como consecuencia de las proposiciones 3 y 4, en un patrén g € f sélo las variables
pueden estar a profundidad 7 + 1.

Para eliminar la ambigiiedad en un conjunto de patrones II tendremos que conseguir un conjunto
de formas cuyos elementos sean instancias de c/u de los patrones en II. Esta idea estd implicita
en la siguiente definicion.

Definicién 17 (Nivel de una secuencia de patrones) Sea II = {p;;... ;p,} una secuencia
completa de patrones de tipo T. El nivel de Il es el menor entero w tal que ¥p; € TI[Cyr(p;) # 0].
Al conjunto de formas de tipo T al nivel de 1 lo abreviaremos f{ y lo llamaremos las formas para
I1.

Por ejemplo, para el tipo T'= N(T,T) | H, el nivel de Il = {N(N(z,y),z); N(z,y); z} es 1y
FF = {N(N(2,9), N(z,w)), N(N(z, ), H), N(H, N(x,)), N(H, H), H}.

Proposicion 5 Sea II una secuencia de patrones de tipo T. Si w es el nivel de II entonces

Vpi € 1 [PMC(p;) < w]

Demostracién. Por contradiccién. Supongamos dp; € I1 [PMC(p;) > w]. Sea u la posicién de
un constructor en p; con |u| =k > w. Es decir, p;|, = ¢ € F. Como w es la profundidad de TI,
tenemos que Cyr(p;) # (). Por lo tanto, Jg € X i 2 qAVj <ilpj A ql]- Sea o tal que pio = q.
Si ¢ € fI' tenemos por la proposicién 2, que Prof(q) < w+ 1. Es decir, Vv € Pos(q) : [v] < w + 1.
Como u € Pos(p;) = u € Pos(p;o), tenemos que la tnica posibilidad para k > w es k = w + 1.
Ademds, consecuencia de las proposiciones 3 y 4, si u € Pos(q),|u| = w+ 1y q € fI entonces
qly = x € Vars(q). Luego, p;il, = c € Fy qly = € Vars(q). Claramente, no existe sustituciéon o
tal que (p;|y)0 = q|u. En consecuencia, Cyr(p;) = 0 y w no es el nivel de II. Lo cual contradice la
hipétesis de la proposicion.

|

Definicién 18 (Formas para un patrén) Sea IT = {py;... ;p,} una secuencia de patrones de
tipo T'. Definimos las formas asociadas al patron p; € 11 como el subconjunto de las formas para

IT con cuyos elementos se aparea p; bajo la regla de prioridad textual, es decir, CfrTI (ps).

Por ejemplo, para los T'y II del ejemplo anterior, Cyz (x) ={H}.



Lema 3 (Correccién del método de formas) Sea IT = {py;... ;p,} una secuencia equitativa
de patrones de tipo T. El conjunto de términos cerrados de tipo T con los cuales p; € 11 se aparea
bajo la regla de prioridad textual es igual al conjunto cubierto por las formas asociadas a p;:

Vp; € 11 [Cry, (pi) = [Cpz (pi)]]

Demostracién. a) Vp; € II [Cry,(pi) € [Cpz(pi)]]. Por contradiccién. Suponga Jp; € 113t € Ty
tales que ¢ € Cry(pi) At ¢ [Cpr(pi)]. Es decir, p; <tAVj <i[p; At]AVq € Cyr(pi) [q £t]. Como
[ es completo y {Csr(p1),--. ,Csr(pn)} es una particién de f& tenemos: Jj # i [t € [Csz (pj)]]-
Note que ¢ € Cfg(pj) Ng=t=p; 2t Comote Cfg(pi), tenemos que j < 7 no es posible.
Por lo tanto, tenemos que Vq € Cfg(pz-) g A ATy >idg € Cypr (pj) ¢ = t]. Observe que
ni ¢ ni p; pueden ser términos cerrados: si ¢ es un término cerrado, entonces ¢ =ty p; = ¢;
si p; es un término cerrado, p; = ty Cyr (p;) = {t} (porque no hay patrones initiles), lo cual
contradice la suposicién que Vg € Cyr (pi) l[¢ £ t]. Ademds, p; tampoco puede ser una variable.
Sean Vars(p;) = {x1,...,2,} y Vars(q) = {y1,...,ys} las variables de p; y ¢, con ocurrencias
en las posiciones Oy, = {04,,...,04.} y Oy = {0y,,...,0y,}, respectivamente. Observe que no es
posible O, C O,, porque si en las tinicas posiciones donde hay variables en ¢ hay variables en p;,
entonces p; X qy q € Cyr (pi). Por lo tanto, O, — O,, # 0. Es decir, debe existir una posicién
o en q tal que ¢|, es una variable y o ¢ Pos(p;) 6 pi|, no es una variable. Si w es el nivel de II,
por la proposicién 3, |o| = w + 1. Como Vp; € II [PMC(p;) < w| (proposicién 4), tenemos que si
o € Pos(p;) entonces p;|, es una variable. Luego, la tinica posibilidad es o ¢ Pos(p;). Note que si
o € Pos(q) y ¢ = t entonces o € Pos(t). Como p; <ty o€ Pos(t)y o¢ Pos(p;) entonces o' €
Pos(p;) tal que o' Cpe 0y piloe € Vars(p;). Por lo tanto, p;|s < ¢ly. Como ésto ocurre para toda
0o € O,—0,,, concluimos quep;, < qy q € Cfg (pi). Con lo cual hemos arribado a una contradiccion.

b) Vp; € 11 [[Csr(pi)] C Cry(pi)]. Por contradiccién. Suponga Jp; € II 3t € Ty tal que
t € [Cor(p)] At ¢ Cry(pi). Note que, t € [Cpr(pi)] = pi 2 tyt & Cro(pi) = pi £tV Ij <
i [pj < t]. Por lo tanto, la unica posibilidad es 35 < i [p; < t]. Tomemos el menor de esos j's,
si tales j's existen, es decir, ¢ € Cry(p;). Por la parte (a): ¢t € Cry(p;) = 3¢ € Cpr(py) [¢ 2 1]
= 3¢ € fE [¢d X t]. Ademds, j < i = p; # p; = Cir(pi) N Crr(py) = 0 = q # ¢. Luego,
g, ¢ € fE [¢ 2t ANg 2t Aq# ] Lo cual es una contradiccién porque el conjunto de formas fi-
no es ambigiio. -

Los lemas anteriores aseguran que si I es una secuencia completa de patrones ambigiios de tipo
T, las formas para Il son una secuencia equivalente pero no ambigiia. A menudo es posible reducir
fi de manera tal que se conserve su poder de expresividad y su caracteristica de no ambigiiedad.

4 Optimizacién de patrones

Sea p un patrén de tipo T. Sea Vars(p) = {xi,...,z,}, las variables de p. Consideremos el
conjunto de sustituciones {0y, ... ,0,} sobre p. Suponga que en todas las sustituciones o; = {z; —

b, ol Y (i =1,...,n), los términos asociados a las variables 1, ... , Tp_1, Tki1, .-+ > Tm
. . . . . 1 _ 2 . . n -

son.1gu.ales, para un cierto k fijo (1 .§ k' < m): Vj ;é.k[.aj =aj=--= aj]/(] —Il,... ,m).lEs

decir, si llamamos o; a o; con la sustitucién para zj eliminada, tenemos que 0y =09 =--- =0, =



o'. Note que 0’ y 0; (i =1,...,n) afectan a las variables Vars(p) — {xy} de forma idéntica. En
estas condiciones, tenemos el siguiente

Lema 4 (Correccién de la optimizacién de sustituciones) Si las sustituciones para xj son

las formas a nivel 0 para 7(zy) hasta renombramiento de variables, {a}, ..., all} ~ fg(m’“), entonces
los conjuntos Il = {poy,... ,po,} y II' ={po'} cubren los mismos términos cerrados.

Demostracién. La prueba que [II] = [II'] se hard en dos partes.

a) [II] C [IT']. En este caso hay que demostrar V¢t € Tx[3jI¢[po;§ = t] = I'[po’'" = t]].
Para un ¢ € Tx cualquiera, suponga que existen j y { tales que po;§ = t. Procedamos ahora
a construir la sustitucién &'. Como o, y o afectan a todas las variables excepto a z; de forma
idéntica, haremos que ¢’ coincida con ¢ para las variables Vars(po') — {z}. Para x;, haremos
& (zg) = v40;€ = €. De esta forma hemos definido completamente una sustitucién &":

, { z& six € Vars(po') — {zp}
2 N
ap six =y

tal que po’’ = t. Por lo tanto, [II] C [II'].

b) [II'] C [I]. Hay que demostrar V¢ € Tx[3¢'[po’¢ = t] = FjI[po;§& = t]]. Para un
t € Ty, cualquiera suponga que existe una sustitucién &' tal que po’¢’ = t. Procedamos ahora
a determinar el indice j y la sustitucién £. Note que en ¢’ no hay sustitucién para x y que
en &' si debe haber (pues t es un término cerrado). Luego, 2§’ € 7(xy)y. Como por hipdtesis,
{ag,...,al} = fy (@) se puede aplicar el lema 2 y obtener que Fjlod < 7€) (1 < j < n). Es
decir, 3]35”[%{” = 7€) (1 < j < n). Por lo tanto, haremos que & coincida con £" para las
variables en Vars(aj). Ademds, como ¢’ y o, coinciden en todo, excepto en la sustitucién para
xk, haremos que & coincida con &' para las variables en Vars(po') — {x}.

4
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Como Vars(pa;) = (Vars(po') — {xx}) ® Vars(al), hemos hallado un j (1 < j < n) y se ha
definido completamente una sustitucion § sobre po;:

o€ = { &' six € Vars(po') — {xy}

z&" six € Vars(ag)

tales que po,;& = t. Por lo tanto, [II'] C [II].

5 Descripcién del método

Sean I = {py;... ;pn} la secuencia inicial de patrones (posiblemente ambigiios) de tipo 7"y IT" el
conjunto de patrones finales. IT' se obtiene a partir de IT a través de los siguientes pasos:

1. Determinar f las formas para II.

2. Calcular Cr (pi) = {ai,--- .¢.}, el subconjunto de formas para IT con las cuales se aparea
p; bajo la regla de prioridad textual (i =1,... ,n).

3. Obtener o; = {0} | piok = ¢} (j =1,...,7;)}, las sustituciones para p; (i =1,...,n).
4. Hallar 6, = {o},... 0% }, las sustituciones optimizadas para el patrén p; (i =1,...,n).
5. Finalmente, IT' = {p,5{;... ;plﬁ}l; A AR Yo

Para el ejemplo planteado en la introduccién: II = {N(N(z,y), z), N(z,y), =}, el conjunto de
formas es ff = {N(N(z,y), N(z,w)), N(N(x,y), H), N(H, N(z,y)), N(H,H),H} y el conjunto
final es II' = {N(N(z,y), 2), N(H,y), H}. Note que la aplicacién del lema 4 reduce significativa-
mente el tamano del conjunto no ambigiio.

6 Conclusiones y extensiones

Hemos presentado un método que permite asociar a un conjunto ambigiio de patrones un conjunto
no ambigiio conservando la misma expresividad del conjunto original. La correccién del método ha
sido probada bajo los supuestos que el conjunto inicial es completo y no posee patrones inutiles.
El método permite determinar la incompletitud del conjunto inicial (3¢ € ff Vp; € I [p; A q]) ¥
la existencia de patrones inttiles (Ip; € IT [Cyr(p;) = 0]). Ademds, en [Sal00] se demuestra que fE
es un conjunto de cobertura para la aplicacién de induccién por reescritura [Red90] en la prueba
semiautomatica de teoremas. El método presentado puede mejorarse tomando en cuenta la forma
de los patrones para influir en la composicién del conjunto de formas, tal como en [PS93b, Sal00].
De esta manera, el método podria tener campo de aplicacion en la compilacién de patrones de los
lenguajes funcionales. Cabe destacar que el método fue disenado para su utilizacién en el contexto
de transformar programas funcionales en sistemas de reescritura para la demostracién de teoremas
por induccién en la teoria ecuacional definida por el sistema de reescritura.
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