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Resumen

Un patr�on es un molde que describe un conjunto de t�erminos con los cuales el patr�on

se aparea. Un conjunto de patrones es ambig�uo si existen al menos dos patrones en el

conjunto que se aparean con un mismo t�ermino. En la regla de prioridad textual, los pa-

trones que aparecen textualmente primero tienen preferencia para el aparareamiento con los

t�erminos. En este trabajo presentamos un m�etodo para eliminar la ambig�uedad en un con-

junto de patrones preservando el particionamiento inducido por el conjunto ambig�uo cuando

el apareamiento se realiza con prioridad textual. Adicionalmente, nuestro m�etodo permite

decidir la incompletitud del conjunto inicial de patrones, la existencia de patrones in�utiles y

encontrar conjuntos de cobertura que tienen aplicaci�on en pruebas de teoremas por inducci�on

por reescritura.

Palabras claves: Patrones, patrones ambig�uos, regla de prioridad textual.

1 Introducci�on

En los lenguajes funcionales que admiten paso de par�ametros por apareamiento de patrones como,

por ejemplo, Caml [Ler97], Sml [Pau96] y Haskell [Hud90], se permite que el programador utilize

conjuntos de patrones ambig�uos e incompletos en las de�niciones funcionales. Esto facilita la

programaci�on sobre todo cuando la �rma del tipo de los par�ametros es extensa. Es tarea de

los procesadores de esos lenguajes resolver la ambig�uedad en los conjuntos de patrones, generar

estrategias de apareamiento y emitir advertencias en el caso de incompletitud [PS93a, PS93b]. Lo

primero, normalmente se logra a trav�es de una pragm�atica en el uso del lenguaje, por ejemplo, la

regla de prioridad textual [Lav91], donde el programador escribe primero los casos m�as de�nidos,

luego los m�as generales y la manera de resolver la ambig�uedad es tratar de aparear con el argumento

prioritariamente los patrones que aparecen primero textualmente.

Tales convenciones pragm�aticas en el uso de lenguajes de programaci�on no pueden trasladarse

directamente a formalismos m�as abstractos como los sistemas de reescritura [Klo92, CJ97, BN98],



donde esencialmente las reglas son aplicadas no determin��sticamente a los t�erminos que se re-

escriben. Por lo tanto, si queremos modelar las computaciones de un programa funcional (esen-

cialmente determin��stico) por medio de un sistema de reescritura [Sal00], previamente debemos

eliminar cualquier ambig�uedad presente en los conjuntos de patrones de las de�niciones funcionales

antes de tratar de formular el correspondiente sistema de reescritura modelo.

Por ejemplo, considere el siguiente programa Caml:

type tree = N of tree � tree j H; ;
let rec flat = function N(N(x; y); z)! flat (N(x;N(y; z)))

j N(x; y)! N(x; flat y)
j x! x; ;

El conjunto de patrones fN(N(x; y); z); N(x; y); xg es ambig�uo ya que, por ejemplo, el t�ermino

N(N(H;H); H) se puede aparear (ignorando la convenci�on de prioridad textual) con cualquiera

de los patrones. De igual forma, el t�ermino N(H;H) se puede aparear con el segundo o con el

tercer patr�on. M�as a�un, cualquier t�ermino que se pueda aparear con alguno de los dos primeros

patrones, tambi�en se podr�a aparear con el tercero. El correspondiente sistema de reescritura

asociado despu�es de eliminar la ambig�uedad es:

flat(N(N(x; y); z)) ! flat(N(x;N(y; z)))
flat(N(H; y)) ! N(H; flat(y))

flat(H) ! H

Note como el segundo patr�on ha cambiado de N(x; y) a N(H; y) por medio de la sustituci�on

fx 7! Hg y el tercer patr�on han cambiado de x a H por medio de fx 7! Hg, obteni�endose un

sistema equivalente pero no ambig�uo. Adem�as, en ambos casos (programa funcional y sistema de

reescritura) el conjunto de patrones es completo, es decir, para cualquier t�ermino cerrado de tipo

tree, existe al menos un patr�on que se aparea con �el.

Podemos expresar el problema de eliminar ambig�uedad en un conjunto de patrones as��: dado

un conjunto (posiblemente ambig�uo) de patrones � = fp1; : : : ; png, se desea hallar un conjunto

(posiblemente vacio) de sustituciones � = f�
j

1; : : : ; �
j

ij
= ij � 0; j = 1; : : : ; ng tales que el conjunto

de patrones �0 = fp1�
1
1 ; p1�

1
2; : : : ; p1�

1
i1
; p2�

2
1; : : : ; pn�

n

in
g obtenido al aplicar las sustituciones � no

sea ambig�uo. Note que a cada patr�on pi del conjunto inicial � corresponde un subconjunto no

ambig�uo de patrones fp1�
1
1 ; : : : ; p1�

1
i1
g � �0 que se deben aparear con los mismos t�erminos cerrados

que pi para conservar el particionamiento inducido por � usando la regla de prioridad textual.

2 De�niciones b�asicas y notaci�on

De�nici�on 1 (T�erminos, t�erminos cerrados) Sean V un conjunto enumerable de elementos

denominados variables y F un conjunto enumerable de elementos denominados s��mbolos de funci�on,

con F \ V = ;, dotado de una funci�on de aridad a : F ! N. El conjunto T de t�erminos est�a

de�nido como la F-�algebra libre generada por V. Es decir, un t�ermino es una variable o es de la

forma F (t1; : : : ; tn) para algunos F 2 Fn = fF 2 F = a(F ) = ng y t1; : : : ; tn 2 T . Si un t�ermino

no contiene variable diremos que es cerrado.



De�nici�on 2 (Orden pre�jo) Sea N�

+ el conjunto de secuencias de enteros positivos, � la se-

cuencia vacia en N�

+ y � la operaci�on de concatenaci�on de secuencias. N�

+ est�a dotado de la relaci�on

de orden vpre de�nida por: 8p; q 2 N�

+ ; p vpre q ssi 9r 2 N�

+ [p � r = q]. Diremos que p es un

pre�jo de q cuando p vpre q.

De�nici�on 3 (Conjunto de posiciones, subt�erminos, profundidad) Para cualquier t�ermi-

no t 2 T , de�nimos su conjunto de posiciones Pos(t) � N�

+ y el subt�ermino de t en o; tjo 2 T , para

cualquiera o 2 Pos(t), de la manera siguiente: i) si t = x 2 V entonces Pos(t) = f�g y tj� = t; ii)

si t = f(t1; : : : ; tn); entonces Pos(t) = f�g[fi �o = 1 � i � n; o 2 Pos(ti)g; tj� = t y tji�o = tijo.

Diremos que el subt�ermino tjo tiene una ocurrencia en t en la posici�on o. Si t es un t�ermino, su

profundidad es la longitud de su m�as larga posici�on: Prof(t) = maxfjoj = o 2 Pos(t)g.

De�nici�on 4 (Constructores, tipos) Un constructor es un s��mbolo funcional de�nido en una

declaraci�on de tipo: T = A1(t
1
1; : : : ; t

1
a1
) j � � � j An(t

n

1 ; : : : ; t
n

an
) j B1 j � � � j Bm, donde T es el iden-

ti�cador del tipo declarado, Ai son constructores de aridad ai (i = 1; : : : ; n), Bj constructores de

aridad 0 (j = 1; : : : ; m) y los ti
k
son identi�cadores de tipos (i = 1; : : : ; n; k = 1; : : : ; ai). En

este trabajo suponemos que todo t�ermino t es de alg�un tipo T y denotamos t : T esta relaci�on. Al

conjunto de t�erminos cerrados de tipo T lo denotaremos T�.

De�nici�on 5 (Sustituci�on) Una sustituci�on � es un endomor�smo en el conjunto de t�erminos,

es decir, una funci�on de T en T tal que �(F (t1; : : : ; tn)) = F (�(t1); : : : ; �(tn)). Por lo tanto,

una sustituci�on est�a totalmente de�nida por sus valores sobre las variables. La aplicaci�on de una

sustituci�on � a un t�ermino t la denotaremos t�.

De�nici�on 6 (Instanciaci�on v�alida) Sea t un t�ermino. Diremos que la sustituci�on � es v�alida

para t si t y t� son del mismo tipo. Si � es una sustituci�on v�alida para t diremos que t� es una

instancia v�alida de t. La obtenci�on de instancias v�alidas la llamaremos instanciaci�on v�alida.

De�nici�on 7 (Igualdad hasta renombramiento de variables) Sean t1 y t2 dos t�erminos del

mismo tipo. Diremos que t1 es igual a t2 hasta renombramiento de variables, t1 � t2, si hay una

sustituci�on � tal que t1� = t2 y � consiste s�olo de sustituciones de variables por variables.

De�nici�on 8 (La relaci�on de apareamiento �) El casiordenamiento1� sobre t�erminos est�a

de�nido por t � t0 si existe una sustituci�on v�alida � tal que t� = t0. Si t � t0 diremos que t se

aparea con t0, o que t es m�as general que t0, o que t0 est�a m�as de�nido que t.

De�nici�on 9 (Patrones) Un patr�on es un t�ermino lineal, es decir, un t�ermino en el cual ninguna

variable aparece m�as de una vez. Un patr�on puede ser visto como representante de un conjunto

de t�erminos que comparten un pre�jo com�un, los subt�erminos localizados bajo este pre�jo com�un

est�an ligados a las variables del patr�on.

De�nici�on 10 (Patrones ambig�uos) Un conjunto de patrones es ambig�uo si existen al menos

dos patrones distintos en el conjunto que se aparean con un mismo t�ermino.

1Un casiordenamiento es una relaci�on re
exiva y transitiva.



De�nici�on 11 (Conjunto cubierto) Sea � un conjunto de patrones de tipo T . El conjunto

cubierto por �, denotado [[�]], es el conjunto de t�erminos cerrados que pueden ser obtenidos a

partir de alg�un patr�on en � v��a instanciaci�on v�alida: [[�]] = ft 2 T� = 9p 2 �[p � t]g.

De�nici�on 12 (Conjunto completo de patrones) Un conjunto � de patrones de tipo T es

completo si cubre al conjunto T� de t�erminos cerrados de tipo T , es decir, si [[�]] = T�.

De�nici�on 13 (Regla de prioridad textual) Sean � = fp1; : : : ; png una secuencia de pa-

trones de tipo T y Q un conjunto de t�erminos de tipo T . De�nimos CQ(pi) como el conjunto

formado por los t�erminos en Q con los cuales el patr�on pi 2 � se aparea bajo la regla de prioridad

textual: CQ(pi) = ft 2 Q = pi � t ^ 8j < i[pj Æ t]g (i = 1; : : : ; n).

De�nici�on 14 (Secuencia completa de patrones) Sea � = fp1; : : : ; png una secuencia de pa-

trones de tipo T . Diremos que � es completa si cubre al conjunto T� de t�erminos cerrados de tipo

T bajo la regla de prioridad textual: 8t 2 T� 9pi 2 � [t 2 CT�(pi)].

Proposici�on 1 (Particionamiento inducido) Si Q � T� y � = fp1; : : : ; png es una secuencia

completa de patrones de tipo T entonces fCQ(p1); : : : ; CQ(pn)g es una partici�on de Q.

Demostraci�on. Primero mostraremos que
S
CQ(pi) = Q. Como 8pi 2 � [CQ(pi) � Q] tenemos

que
S
CQ(pi) � Q. Por otra parte, como � es una secuencia completa de patrones de tipo T

y Q � T� : 8t 2 Q 9pi 2 � [t 2 CQ(pi)]. Luego, Q �
S
CQ(pi). Ahora mostraremos que

8i; j 2 f1; : : : ; ng [i 6= j ) CQ(pi) \ CQ(pj) = ;]. Suponga que i 6= j y CQ(pi) \ CQ(pj) 6= ;. Es

decir, 9t 2 Q [t 2 CQ(pi)^ t 2 CQ(pj)^ i 6= j]. Notando que t 2 CQ(pi)) 8k < i [t =2 CQ(pk)] y t 2

CQ(pj)) 8k < j [t =2 CQ(pk)]. Como i 6= j ) i < j Y j < i, tenemos claramente una contradicci�on.
�

De�nici�on 15 (Patrones in�utiles, secuencia equitativa) Sea � = fp1; : : : ; png una secuen-

cia de patrones de tipo T , diremos que pi 2 � es in�util si CT�(pi) = ;. Diremos que � es equitativa

si es una secuencia completa y no contiene patrones in�utiles.

Por ejemplo, si T = N(T; T ) jH y � = fN(x; y);N(H;H);Hg, entonces N(H;H) es un patr�on

in�util.

3 Generaci�on de formas

Sea el tipo T = A1(t
1
1; : : : ; t

1
a1
) j � � � j An(t

n

1 ; : : : ; t
n

an
) j B1 j � � � j Bm. De�nimos los conjuntos fT

i
de

formas del tipo T a nivel i de la siguiente manera:

fT0 = fA1(x1; : : : ; xa1); : : : ; An(y1; : : : ; yan)g [B

fT
i+1 = fA(~�1; : : : ; ~�k) = A(x1; : : : ; xk) 2 fT0 ^ �j 2 f

�(xj)

i
(j = 1; : : : ; k)g [B

=
S

n

k=1fAk(~�1; : : : ; ~�ak
) = �j 2 f

t
k
j

i
(j = 1; : : : ; ak)g [B (i = 0; 1; : : : )

donde x1; : : : ; xa1 ; : : : ; y1; : : : ; yan son variables nuevas y distintas, B = fB1; : : : ; Bmg, ~� es � con

sus variables renombradas y �(x) el tipo de x.



Por ejemplo, si T = N(T; T ) j H, entonces

fT0 = fN(x; y); Hg

fT1 = fN(N(x; y); N(z; w)); N(N(x; y); H); N(H;N(x; y)); N(H;H); Hg

Por su construcci�on, las formas son conjuntos de patrones que presentan propiedades impor-

tantes:

Lema 1 Para cualesquiera nivel i y tipo T , el conjunto de formas fT
i
no es ambig�uo:

8i � 0 8T 8t : T 8p1; p2 2 fT
i
[p1 � t ^ p1 6= p2 ) p2 Æ t]

Demostraci�on. Por inducci�on natural en el nivel i del conjunto de formas.

Caso i = 0. Probaremos que si un patr�on p1 2 fT0 se aparea con un t�ermino t : T , entonces no

puede haber otro patr�on p2 2 fT0 que se aparee con t:

8T 8t : T 8p1; p2 2 fT0 [p1 � t ^ p1 6= p2 ) p2 Æ t]

De acuerdo a la forma de los elementos de fT0 , habr�an dos posibilidades:

Primera, p1 = Al(z1; : : : ; zal) con zk : t
l

k
(k = 1; : : : ; al). En este caso, t debe ser de la forma

Al(�1; : : : ; �al
). Notando que el �unico patr�on en fT0 con s��mbolo ra��z Al es p1; y que un patr�on

s�olo se puede aparear con t si su s��mbolo ra��z es Al, concluimos que 8p2 [p1 6= p2 ) p2 Æ t].

La otra posibilidad es p1 = Bl. En este caso necesariamente t = Bl; y trivialmente se cumple

que 8p2 [p2 6= Bl ) p2 Æ t]. Por lo tanto, el lema se cumple para i = 0.

Hip�otesis inductiva: para i = k suponemos que para cualquier tipo T; fT
k
no es ambig�uo.

Caso i = k + 1. Demostraremos este caso por contradicci�on. Supongamos que existe un

tipo T tal que fT
k+1 es ambig�uo. Entonces, existen un t�ermino t : T y dos patrones p1; p2 2

fT
k+1 con p1 6= p2 tales que p1 � t y p2 � t. La �unica posibilidad para que �esto suceda es cuando

t = Al(�1; : : : ; �al
); p1 = Al(�1; : : : ; �al); y p2 = Al(
1; : : : ; 
al). Entonces, para j = 1; : : : ; al:

p1 � t) 9�1 [p1�1 = t]) 9�18j [�j�1 = �j] p2 � t) 9�2 [p2�2 = t]) 9�28j [
j�2 = �j]

Por lo tanto, para j = 1; : : : ; al: �j�1 = 
j�2. Como p1 6= p2, existe al menos un j 0 tal que �j0 6= 
j0.

Adem�as, por construcci�on de fT
k+1, tenemos que �j0 2 f t

0

k
y 
j0 2 f t

0

k
, donde t0 = tl

j0. Finalmente,

como �j0�1 = �j0 y 
j0�2 = �j0 y �j0 6= 
j0, tenemos que existe un tipo t0 tal que f t
0

k
es ambig�uo.

Con lo cual se contradice la hip�otesis inductiva y el lema queda demostrado.

�

Lema 2 Para cualesquiera nivel i y tipo T , el conjunto de formas fT
i
es completo:

8i � 0 8T 8t 2 T� 9q 2 fT
i
[q � t]



Demostraci�on. Por inducci�on natural en el nivel i del conjunto de formas.

Note que si t 2 T�, entonces t = Bl; o t = Al(�1; : : : ; �al
) con �j 2 (tl

j
)� (j = 1; : : : ; al).

Caso i = 0. Si t = Bl entonces q = Bl 2 fT0 y q � t. Si t = Al(�1; : : : ; �al
) entonces

q = Al(x1; : : : ; xal) 2 fT0 y q � t. En �ambos casos, q 2 fT0 y q � t.

Hip�otesis inductiva: para i = k suponemos que 8T 8t 2 T� 9q 2 fT
k
[q � t].

Caso i = k + 1. Si t = Bl entonces q = Bl 2 fT
k+1 y q � t. Sea ahora t = Al(�1; : : : ; �al

).

Considere el subconjunto �Al de las formas de T a nivel k + 1 con Al como constructor principal:

�Al = fAl( ~�1; : : : ; ~�al) = �j 2 f
t
l
j

k
(j = 1; : : : ; al)g � fT

k+1. Por hip�otesis inductiva, sabemos que

8�j 2 (tl
j
)� 9�

0

j
2 f

t
l
j

k
[� 0

j
� �j] (j = 1; : : : ; al). Por lo tanto, Al(�

0

1; : : : ; �
0

al
) � t. En consecuencia,

Al( ~�
0

1; : : : ;
~� 0

al
) � t. Adem�as, Al( ~�

0

1; : : : ;
~� 0

al
) 2 �Al. Haciendo q = Al( ~�

0

1; : : : ;
~� 0

al
), concluimos que

q 2 fT
k+1 y q � t.

�

Proposici�on 2 Para cualesquiera tipo T , nivel i y patr�on q 2 fT
i
, la profundidad de q es menor

o igual a i + 1.

Demostraci�on. Por inducci�on natural en el nivel i.

Caso i = 0 : fT0 = fA1(x1; : : : ; xa1); : : : ; An(y1; : : : ; yan); B1; : : : ; Bmg. Claramente, 8q 2

fT0 [Prof(q) � 1 = i+ 1].

Caso i = k: Suponemos que 8T 8q 2 fT
k
[Prof(q) � k + 1].

Caso i = k + 1 : q 2 fT
k+1 ) q = Bj 2 B _ q = Al(~�1; : : : ; ~�al

) con �j 2 f
t
l
j

k
(j = 1; : : : ; al).

Evidentemente, si q = Bl entonces Prof(q) = 0 � k + 1. Si q = Al(~�1; : : : ; ~�al
) como (por

hip�otesis inductiva) 8j = 1; : : : ; al : Prof(�j) � k + 1 tenemos que Prof(q) � k + 2 = i + 1 ya

que el renombramiento de variables no altera la profundidad de un t�ermino.
�

Proposici�on 3 Para cualesquiera tipo T , nivel i y patr�on q 2 fT
i
, si o es la posici�on de una

variable x 2 V ars(q) entonces joj = i+ 1.

Demostraci�on. Por inducci�on natural en el nivel i.

Caso i = 0 : los �unicos t�erminos en fT0 con variables son fA1(x1; : : : ; xa1); : : : ; An(y1; : : : ; yan)g.

Para cada uno de estos t�erminos Aj(z1; : : : ; zaj ) (j = 1; : : : ; n) las posiciones de las variables son

f1; : : : ; ajg y cada posici�on tiene longitud 1 = i + 1.

Caso i = k : Suponemos que 8T 8q 2 fT
k
8o 2 Pos(q) [q(o) 2 V ars(q)) joj = k + 1].

Caso i = k+1 : Si q 2 fT
k+1 tiene variables, q debe ser de la forma Al(~�1; : : : ; ~�al

) para algunos

�j 2 f
t
l
j

k
; (j = 1; : : : ; al) donde al menos uno de los ~�j contiene variables. Para cualquier �j 2 f

t
l
j

k

que contenga variables, por hip�otesis inductiva, las posiciones de �estas tendr�an longitud k+1. Por

lo tanto, las variables en q = Al(~�1; : : : ; ~�al
) tendr�an posiciones de longitud k + 2 = i+ 1, porque

el renombramiento de variables no altera las longitudes de las posiciones de las variables.

�

De�nici�on 16 (Profundidad m�axima de un constructor) La profundidad m�axima de un con-

structor en un t�ermino no variable p es la longitud m�axima de las posiciones de los subt�erminos

de p cuya ra��z no es un s��mbolo variable, o 0 si p es una variable:

PMC(p) =

�
0 si p 2 V

m�ax fjuj = u 2 Pos(p) ^ pju =2 Vg si p =2 V



Proposici�on 4 Para cualesquiera tipo T , nivel i y patr�on q 2 fT
i
, la profundidad m�axima de un

constructor en q es menor o igual a i.

Demostraci�on. Por inducci�on natural en el nivel i.

Caso i = 0 : q es de la forma Bl o Al(x1; : : : ; xal). En �ambos casos PMC(q) = 0 = i.

Caso i = k : Suponemos que 8T 8q 2 fT
k
[PMC(q) � k].

Caso i = k + 1 : q 2 fT
k+1 ) q = Bl 2 B _ q = Al(~�1; : : : ; ~�al

) con �j 2 f
t
l
j

k
(j = 1; : : : ; al).

Si q = Bl entonces PMC(q) = 0 � k + 1. Si q = Al(~�1; : : : ; ~�al
) como (por hip�otesis inductiva)

8j = 1; : : : ; al : PMC(�j) � k tenemos que PMC(q) � k + 1 = i ya que el renombramiento de

variables no altera la profundidad m�axima de un constructor en un t�ermino.
�

Note que como consecuencia de las proposiciones 3 y 4, en un patr�on q 2 fT
i
s�olo las variables

pueden estar a profundidad i+ 1.

Para eliminar la ambig�uedad en un conjunto de patrones � tendremos que conseguir un conjunto

de formas cuyos elementos sean instancias de c/u de los patrones en �. Esta idea est�a impl��cita

en la siguiente de�nici�on.

De�nici�on 17 (Nivel de una secuencia de patrones) Sea � = fp1; : : : ; png una secuencia

completa de patrones de tipo T . El nivel de � es el menor entero ! tal que 8pi 2 �[CfT! (pi) 6= ;].

Al conjunto de formas de tipo T al nivel de � lo abreviaremos fT� y lo llamaremos las formas para

�.

Por ejemplo, para el tipo T = N(T; T ) j H, el nivel de � = fN(N(x; y); z); N(x; y); xg es 1 y

fT� = fN(N(x; y); N(z; w)); N(N(x; y); H); N(H;N(x; y)); N(H;H); Hg.

Proposici�on 5 Sea � una secuencia de patrones de tipo T . Si ! es el nivel de � entonces

8pi 2 � [PMC(pi) � !]

Demostraci�on. Por contradicci�on. Supongamos 9pi 2 � [PMC(pi) > !]. Sea u la posici�on de

un constructor en pi con juj = k > !. Es decir, piju = c 2 F . Como ! es la profundidad de �,

tenemos que CfT! (pi) 6= ;. Por lo tanto, 9q 2 fT
!
[pi � q ^ 8j < i [pj Æ q]]. Sea � tal que pi� = q.

Si q 2 fT
!
tenemos por la proposici�on 2, que Prof(q) � !+1. Es decir, 8v 2 Pos(q) : jvj � !+1.

Como u 2 Pos(pi) ) u 2 Pos(pi�), tenemos que la �unica posibilidad para k > ! es k = ! + 1.

Adem�as, consecuencia de las proposiciones 3 y 4, si u 2 Pos(q); juj = ! + 1 y q 2 fT
!
entonces

qju = x 2 V ars(q). Luego, piju = c 2 F y qju = x 2 V ars(q). Claramente, no existe sustituci�on �

tal que (piju)� = qju. En consecuencia, CfT! (pi) = ; y ! no es el nivel de �. Lo cual contradice la

hip�otesis de la proposici�on.
�

De�nici�on 18 (Formas para un patr�on) Sea � = fp1; : : : ; png una secuencia de patrones de

tipo T . De�nimos las formas asociadas al patr�on pi 2 � como el subconjunto de las formas para

� con cuyos elementos se aparea pi bajo la regla de prioridad textual, es decir, C
f
T
�

(pi).

Por ejemplo, para los T y � del ejemplo anterior, CfT
�

(x) = fHg.



Lema 3 (Correcci�on del m�etodo de formas) Sea � = fp1; : : : ; png una secuencia equitativa

de patrones de tipo T . El conjunto de t�erminos cerrados de tipo T con los cuales pi 2 � se aparea

bajo la regla de prioridad textual es igual al conjunto cubierto por las formas asociadas a pi:

8pi 2 � [CT�(pi) = [[C
f
T
�

(pi)]]]

Demostraci�on. a) 8pi 2 � [CT�(pi) � [[C
f
T
�

(pi)]]]. Por contradicci�on. Suponga 9pi 2 � 9t 2 T�

tales que t 2 CT�(pi)^ t =2 [[C
f
T
�

(pi)]]. Es decir, pi � t^8j < i [pj Æ t]^8q 2 C
f
T
�

(pi) [q Æ t]. Como

fT� es completo y fCfT
�

(p1); : : : ; CfT
�

(pn)g es una partici�on de fT� tenemos: 9j 6= i [t 2 [[CfT
�

(pj)]]].

Note que q 2 C
f
T
�

(pj) ^ q � t ) pj � t. Como t 2 C
f
T
�

(pi), tenemos que j < i no es posible.

Por lo tanto, tenemos que 8q 2 C
f
T
�

(pi) [q Æ t] ^ 9j > i 9q0 2 C
f
T
�

(pj) [q0 � t]. Observe que

ni q ni pi pueden ser t�erminos cerrados: si q es un t�ermino cerrado, entonces q = t y pi � q;

si pi es un t�ermino cerrado, pi = t y C
f
T
�

(pi) = ftg (porque no hay patrones in�utiles), lo cual

contradice la suposici�on que 8q 2 C
f
T
�

(pi) [q Æ t]. Adem�as, pi tampoco puede ser una variable.

Sean V ars(pi) = fx1; : : : ; xrg y V ars(q) = fy1; : : : ; ysg las variables de pi y q, con ocurrencias

en las posiciones Opi
= fox1; : : : ; oxrg y Oq = foy1; : : : ; oysg, respectivamente. Observe que no es

posible Oq � Opi
porque si en las �unicas posiciones donde hay variables en q hay variables en pi,

entonces pi � q y q 2 C
f
T
�

(pi). Por lo tanto, Oq � Opi
6= ;. Es decir, debe existir una posici�on

o en q tal que qjo es una variable y o =2 Pos(pi) �o pijo no es una variable. Si ! es el nivel de �,

por la proposici�on 3, joj = ! + 1. Como 8pi 2 � [PMC(pi) � !] (proposici�on 4), tenemos que si

o 2 Pos(pi) entonces pijo es una variable. Luego, la �unica posibilidad es o =2 Pos(pi). Note que si

o 2 Pos(q) y q � t entonces o 2 Pos(t). Como pi � t y o 2 Pos(t) y o =2 Pos(pi) entonces 9o
0
2

Pos(pi) tal que o
0
vpre o y pijo0 2 V ars(pi). Por lo tanto, pijo0 � qjo0. Como �esto ocurre para toda

o 2 Oq�Opi
, concluimos que pi � q y q 2 C

f
T
�

(pi). Con lo cual hemos arribado a una contradicci�on.

b) 8pi 2 � [[[CfT
�

(pi)]] � CT�(pi)]. Por contradicci�on. Suponga 9pi 2 � 9t 2 T� tal que

t 2 [[CfT
�

(pi)]] ^ t =2 CT�(pi). Note que, t 2 [[CfT
�

(pi)]] ) pi � t y t =2 CT�(pi) ) pi Æ t _ 9j <

i [pj � t]. Por lo tanto, la �unica posibilidad es 9j < i [pj � t]. Tomemos el menor de esos j 0s,

si tales j 0s existen, es decir, t 2 CT�(pj). Por la parte (a): t 2 CT�(pj) ) 9q0 2 C
f
T
�

(pj) [q
0
� t]

) 9q0 2 fT� [q0 � t]. Adem�as, j < i ) pi 6= pj ) C
f
T
�

(pi) \ CfT
�

(pj) = ; ) q 6= q0. Luego,

9q; q0 2 fT� [q � t ^ q0 � t ^ q 6= q0]. Lo cual es una contradicci�on porque el conjunto de formas fT�
no es ambig�uo.

�

Los lemas anteriores aseguran que si � es una secuencia completa de patrones ambig�uos de tipo

T , las formas para � son una secuencia equivalente pero no ambig�ua. A menudo es posible reducir

fT� de manera tal que se conserve su poder de expresividad y su caracter��stica de no ambig�uedad.

4 Optimizaci�on de patrones

Sea p un patr�on de tipo T . Sea V ars(p) = fx1; : : : ; xmg, las variables de p. Consideremos el

conjunto de sustituciones f�1; : : : ; �ng sobre p. Suponga que en todas las sustituciones �i = fx1 7!

�i

1; : : : ; xm 7! �i

m
g (i = 1; : : : ; n), los t�erminos asociados a las variables x1; : : : ; xk�1; xk+1; : : : ; xm

son iguales, para un cierto k �jo (1 � k � m): 8j 6= k[�1
j
= �2

j
= � � � = �n

j
] (j = 1; : : : ; m). Es

decir, si llamamos �0

i
a �i con la sustituci�on para xk eliminada, tenemos que �0

1 = �0

2 = � � � = �0

n
=



�0. Note que �0 y �i (i = 1; : : : ; n) afectan a las variables V ars(p)� fxkg de forma id�entica. En

estas condiciones, tenemos el siguiente

Lema 4 (Correcci�on de la optimizaci�on de sustituciones) Si las sustituciones para xk son

las formas a nivel 0 para �(xk) hasta renombramiento de variables, f�1
k
; : : : ; �n

k
g � f

�(xk)
0 , entonces

los conjuntos � = fp�1; : : : ; p�ng y �0 = fp�0
g cubren los mismos t�erminos cerrados.

Demostraci�on. La prueba que [[�]] = [[�0]] se har�a en dos partes.

a) [[�]] � [[�0]]. En este caso hay que demostrar 8t 2 T�[9j9�[p�j� = t] ) 9�0[p�0�0 = t]].

Para un t 2 T� cualquiera, suponga que existen j y � tales que p�j� = t. Procedamos ahora

a construir la sustituci�on �0. Como �j y �0 afectan a todas las variables excepto a xk de forma

id�entica, haremos que �0 coincida con � para las variables V ars(p�0) � fxkg. Para xk, haremos

�0(xk) = xk�j� = �
j

k
�. De esta forma hemos de�nido completamente una sustituci�on �0:

x�0 =

�
x� si x 2 V ars(p�0)� fxkg

�
j

k
� si x = xk

tal que p�0�0 = t. Por lo tanto, [[�]] � [[�0]].

b) [[�0]] � [[�]]. Hay que demostrar 8t 2 T�[9�
0[p�0�0 = t] ) 9j9�[p�j� = t]]. Para un

t 2 T� cualquiera suponga que existe una sustituci�on �0 tal que p�0�0 = t. Procedamos ahora

a determinar el ��ndice j y la sustituci�on �. Note que en �0 no hay sustituci�on para xk y que

en �0 s�� debe haber (pues t es un t�ermino cerrado). Luego, xk�
0
2 �(xk)�. Como por hip�otesis,

f�1
k
; : : : ; �n

k
g � f

�(xk)
0 , se puede aplicar el lema 2 y obtener que 9j[�

j

k
� xk�

0] (1 � j � n). Es

decir, 9j9�00[�
j

k
�00 = xk�

0] (1 � j � n). Por lo tanto, haremos que � coincida con �00 para las

variables en V ars(�
j

k
). Adem�as, como �0 y �j coinciden en todo, excepto en la sustituci�on para

xk, haremos que � coincida con �0 para las variables en V ars(p�0)� fxkg.

�
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Como V ars(p�j) = (V ars(p�0) � fxkg)� V ars(�
j

k
), hemos hallado un j (1 � j � n) y se ha

de�nido completamente una sustituci�on � sobre p�j:

x� =

�
x�0 si x 2 V ars(p�0)� fxkg

x�00 si x 2 V ars(�
j

k
)

tales que p�j� = t. Por lo tanto, [[�0]] � [[�]].

�

5 Descripci�on del m�etodo

Sean � = fp1; : : : ; png la secuencia inicial de patrones (posiblemente ambig�uos) de tipo T y �0 el

conjunto de patrones �nales. �0 se obtiene a partir de � a trav�es de los siguientes pasos:

1. Determinar fT� las formas para �.

2. Calcular C
f
T
�

(pi) = fqi1; : : : ; q
i

ri
g, el subconjunto de formas para � con las cuales se aparea

pi bajo la regla de prioridad textual (i = 1; : : : ; n).

3. Obtener �i = f�i
j
j pi�

i

j
= qi

j
(j = 1; : : : ; ri)g, las sustituciones para pi (i = 1; : : : ; n).

4. Hallar ��i = f��i1; : : : ; ��
i

�ri
g, las sustituciones optimizadas para el patr�on pi (i = 1; : : : ; n).

5. Finalmente, �0 = fp1��
1
1; : : : ; p1��

1
�r1
; : : : ; pn��

n

1 ; : : : ; p1��
n

�rn
g.

Para el ejemplo planteado en la introducci�on: � = fN(N(x; y); z); N(x; y); xg, el conjunto de

formas es fT� = fN(N(x; y); N(z; w)); N(N(x; y); H); N(H;N(x; y)); N(H;H); Hg y el conjunto

�nal es �0 = fN(N(x; y); z); N(H; y); Hg. Note que la aplicaci�on del lema 4 reduce signi�cativa-

mente el tama~no del conjunto no ambig�uo.

6 Conclusiones y extensiones

Hemos presentado un m�etodo que permite asociar a un conjunto ambig�uo de patrones un conjunto

no ambig�uo conservando la misma expresividad del conjunto original. La correcci�on del m�etodo ha

sido probada bajo los supuestos que el conjunto inicial es completo y no posee patrones in�utiles.

El m�etodo permite determinar la incompletitud del conjunto inicial (9q 2 fT� 8pi 2 � [pi Æ q]) y

la existencia de patrones in�utiles (9pi 2 � [CfT
�

(pi) = ;]). Adem�as, en [Sal00] se demuestra que fT�
es un conjunto de cobertura para la aplicaci�on de inducci�on por reescritura [Red90] en la prueba

semiautom�atica de teoremas. El m�etodo presentado puede mejorarse tomando en cuenta la forma

de los patrones para in
uir en la composici�on del conjunto de formas, tal como en [PS93b, Sal00].

De esta manera, el m�etodo podr��a tener campo de aplicaci�on en la compilaci�on de patrones de los

lenguajes funcionales. Cabe destacar que el m�etodo fue dise~nado para su utilizaci�on en el contexto

de transformar programas funcionales en sistemas de reescritura para la demostraci�on de teoremas

por inducci�on en la teor��a ecuacional de�nida por el sistema de reescritura.
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