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Resumen 

La síntesis de programas es un proceso que permite obtener un programa eficiente a partir de una 

especificación, preservando su significado. Las Fork Álgebras han sido propuestas como base algebraica 

para la construcción de un ambiente de síntesis de programas. Los tipos algebraicos de datos (generados 

por un conjunto de constructores) son una herramienta poderosa que permite modularizar los programas 

y mejorar la legibilidad y la detección de errores en tiempo de compilación. Hasta ahora, los tipos de 

datos en fork álgebras han sido manejados de manera intuitiva, sin precisar formalmente su significado. 

El objetivo de este artículo es proveer un mecanismo general de definición de tipos algebraicos de 

datos en el marco de las fork álgebras, y establecer una sintaxis que permita simplificar la notación al 

realizar las especificaciones. 
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1 Introducción 

La síntesis de programas es el proceso que consiste en comenzar con una especificación evidentemente co­

rrecta, aunque tal vez ineficiente, de un problema, y a través de la aplicación de reglas de transformación 

que preserven el significado, obtener un programa eficiente; est'a técnica es tema de estudio de la llamada 

programación transformacional ([11]). El proceso descrito tiene una extraordinaria similitud con el proceso 

de resolución de ecuaciones que se estudia en aritmética, pero donde en lugar de números, los objetos que se 

manipulan son programas; ello sugiere que podría utilizarse un marco algebraico como base para el desarrollo 

de un ambiente de síntesis de programas ( [12]). En particular, nuestro interés se centra en las llamadas 

Fork Álgebras, que son álgebras relacionales extendidas con un nuevo operador, fork, que da origen a su 

nombre ([9, 8]). Estas álgebras poseen el poder expresivo suficiente para servir como base del proceso de 

síntesis, y además son una correcta abstracción del modelo conjuntista que considera a los programas como 

una relación de entrada-salida de datos; por ello han sido propuestas como el marco algebraico mencionado. 

La potencia de este cálculo para razonar acerca de programas ha sido ilustrada mediante gran cantidad de 

ejemplos ([8, 1, 6], entre otros). 

Una parte importante del proceso de construcción de programas es la correcta elección y tratamiento 

de los tipos de datos; ellos permiten modularizar los programas y mejorar la legibilidad y la detección de 

errores en tiempo de compilación, entre otras ventajas. La idea básica de la especificación algebraica de 

tipos de datos consiste en describirlos mediante los nombres de los diferentes conjuntos de datos, los nombres 

de sus funciones básicas, y las propiedades características de ellas ([14]). Hasta ahora, los tipos de datos 

en el marco de las fork álgebras se han utilizado asumiendo un conocimiento a priori, intuitivo, de ellos, y 

considerando conocidas las propiedades de los mismos. Es de fundamental importancia, por lo tanto, contar 

con un mecanismo riguroso de definición y manipulación de tipos de datos. 

Este trabajo se centra en la definición y uso de tipos de datos algebraicos en el marco de las fork álgebras. 

Por tipo algebraico de datos entendemos al álgebra libre generada por un conjunto de funciones constructoras 

([14, 4]), o sea que todos los elementos del tipo pueden ser construídos mediante dichas funciones y que cada 

combinación sintácticamente correcta de constructores genera un elemento distinto del tipo (no hay "casos 
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inválidos"). También se los llama tipos inductivos, por ser definibles mediante inducción estructural ([3, 5]). 

El método elegido para especificar tipos de datos es introducir nuevas constantes de relaciones, junto con 

axiomas que las mismas deben cumplir para expresar las operaciones requeridas. Además estableceremos la 

sintaxis de declaraciones que nos permitan abreviar la axiomatización. 

En la Secc. 2 presentamos la definición de Fork Algebras, y describimos como se las usa en la construcción 

de programas. En la Secc. 3 presentamos simultáneamente la sintaxis de las declaraciones y la especificación 

ele tipos algebraicos, y ofrecemos algunos ejemplos. El artículo finaliza con las conclusiones. 

2 Fork Álgebras 

Un programa secuencial puede ser entendido como un proceso que transforma ciertos datos de entrada en 

ciertos datos de salida. Una representación matemática que captura esta noción es la de relación binaria. 

El concepto de álgebra de relaciones binarias fue introducido por Tarski ([13]) para dar una versión 

algebraica de la lógica de primer orden, en el mismo sentido que las álgebras de Boole lo hacen con el cálculo 

proposicional. Dado un conjunto U, se consideran las relaciones incluí das en U xU, y sobre ellas se define un 

álgebra de Boole (con las operaciones habituales de unión, intersección y complemento entre relaciones, y las 

constantes U xU y 0 como máximo y mínimo), extendiéndola con las operaciones de composición e inversa 

(a veces llamada también conversa). Sobre esta base, Tarski definió las álgebras relacionales ([13]), una 

axiomatización que caracteriza abstractamente a las álgebras de relaciones. Desafortunadamente el objetivo 

ele Tarski no se cumplió, pues las álgebras relacionales sólo tienen el poder expresivo de una lógica ele primer 

orden con tres variables y sólo dos ele ellas libres ([13]). En consecuencia, esta álgebras no son útiles como 

base pc • .ra un formalismo que permita especificar problemas y programas. 

\Tna solución para el problema ele expresividad son las Fork Algebras ([9, 8]), que son una extensión de 

las álgebras relacionales con un operador llamado fork (al que denotaremos con v). Esta operación captura 

la noción ele formación ele pares y consecuentemente ele estructuras complejas (ele forma arborescente); la 

interpretación c:onjuntistadelarelación RvS será{(x,[y,z])/(x,y) E R 11 (x,z) E S}. Elforkeselpunto 

ele panicla. ele una ganancia ele expresividad que se ha demostrado equivalente a la de la lógica de 
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primer orden con igualdad ([9]). Por otra parte se ha demostrado que las fork álgebras son representables ([7]), 

es decir, todos sus modelos son isomorfos; al modelo intuitivo conjuntista lo llamaremos modelo estándar. 

Definición 2.1 Una Fork Álgebra (Abstracta) es una estructura <A,+,",;, v,-, ~,O, oo, 1 >, tal que: 

J. <A,+,<>,-, O, oo > es un álgebra de Boole, completa y atómica, donde+ denota la operación supremo, 

<> denota la operación ínfimo, - denota la operación complemento, O denota el elemento cero, oo denota 

el elemento unidad, y :S (llamada inclusión relacional) denota el orden subyacente 

2. <A,;, 1 > es un semigrupo con la composición relacional (;) y la relación identidad ( 1 ), es decir, 

(R;S);T = R;(S;T) y R;1 1; R = R 

3 R; S e T '** R ~ ;T e S '** T; S~ e R (regla de Schroder) 

4. R # C => oo; R; oo = oo (regla de Tarski) 

La operación v (fork) queda totalmente caracterizada por 

5. RvS (R;(1voo)) "(S;(oov1)) 

6. (RvS);(TvQ)~ 

'l. ( 1 v oo )~ v ( oo v 1 )~ -< 

Un término del álgebra puede ser considerado como la versión abstracta de una relación binaria que 

represente la relación de entrada-salida de datos que establece la especificación de un programa. Con esta 

interpretación, los operadores del álgebra son formas de combinar programas; así, la composición relacional 

(;) representa la composición secuencial de dos programas, el supremo ( +, o suma relacional) representa a la 

elección no-determinística entre dos programas, etcétera. Además, mediante ecuaciones e inecuaciones entre 

términos del álgebra pueden expresarse propiedades de los programas, como por ejemplo: 

Definición 2.2 Una relación P se dice funcional si, y sólo si, P ~; P :S 1, inyectiva si, y sólo si, P; P ~ 

:S 1 , y constante si, y sólo si, P # O , P = oo; P , y P ~; P :S 1 
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Las nociones de relación funcional e inyectiva se corresponden con las nociones de funcionalidad e in­

yectividad estándar. La noción de relación constante representa a la de un programa que acepta cualquier 

entrada y retorna siempre el mismo valor constante. 

Un punto de importancia al utilizar relaciones para representar programas es la forma en que se repre­

sentan conjuntos. Existen varias maneras de realizar la "internalización" de un conjunto; la 1l&áila en este 

artículo consiste en representar al conjunto X mediante un término incluído en 1, 1x , denominado identidad 

parcial, y cuya versión estándar es la relación { < x, x > / xEX }. 

Determinados términos aparecen repetidos numerosas veces, por lo que es conveniente definir abreviaturas 

para ellos, tanto para simplificar la notación como para ofrecer una mnemotecnia sobre su interpretación en 

el modelo estándar; esta interpretación se enuncia luego de la definición. 

Definición 2.3 Sean las siguientes operaciones definidas por 

1. 1r ( 1 v oo )~y p ( oo v 1 )~ (primera y segunda proyección) 

2. R <21 S ( x ; R ) v ( p; S) (producto) 

3. 2 1 v 1 (duplicación de datos) 

4. Dom(R) ( R; R~)" 1 y Ran ( R) (dominio y rango de R) 

(suma finita) 

6. 07=1 Ri = (R1 <21 (R2 <21 .•• (Rn-1 <21 Rn) ... )), (n 2': 1) (producto finito) il! 

Las operaciones 1r y p representan las ,relaciones de proyección respecto de la operación de formación 

de pares. Dado que la relación 1 representa a la relación identidad, la relación 2 representa a la operación 

de duplicación de sus datos de entrada, y 2~ resulta ser un filtro de igualdad sobre los pares, tal que sus 

componentes son iguales. Dom ( R) y Ran ( R) son expresiones relacionales que caracterizan el dominio y 

el rango de la relación R. 

A modo de ejemplo mostraremos como se expresan dos programas sencillos. Si contamos con un término 

relacional abstracto llamado mult que represente al programa que dados dos números naturales devuelve 



CLEI Panel 96 315 

el resultado de multiplicarlos ( mult sería la versión abstracta de { < [x ,y], x X y > / x, y E N at } ) podemos 

construir un término que represente al programa que dado un número lo eleva al cuadrado de la siguiente 

forma: sqr =e ( 2; mult) . El uso de la relación 2 es la manera abstracta de expresar la replicación del dato 

de entrada, para poder multiplicarlo luego por sí mismo. Para escribir un programa que dado un par de 

valores devuelve el mismo par, pero con los valores cambiados, escribiremos ( p v 1r), y lo llamaremos swap. 

A fin de poder comparar dos especificaciones de tipos de datos en un marco relacional, debemos contar 

con la noción de isomorfismo entre relaciones. Las definiciones dadas están adaptadas de las que aparecen 

en [2). 

Definición 2.4 Sean R y S dos relaciones. Un par de relaciones ( chgDom, chgRan) es un homomorfismo 

de R a S sii chgDom y chgRan son relaciones funcionales, y se cumple que R; eh gRan ::S chgDom; S, 

Dom ( R) ::S Dom ( chgDom), y Ran ( R) ::S Dom ( chgRan) . 

Considerando las relaciones como programas (en el modelo estándar), un homomorfismo transforma cada 

elemento del dominio y del rango del programa R, de manera tal que R se comporte como el programa S. 

Definición 2.5 Sean R y S dos relaciones. Un par de relaciones ( chgDom, chgRan) es un isomorfismo 

entre R y S sii ( chgDom, chgRan) es un homomorfismo de R a S, y ( chgDom-, chgRan -) es un hamo-

morfismo de S a R. 

Un isomorfismo transforma cada elemento del dominio y del rango del programa R mediante relaciones 

uno a uno, de manera tal que R se comporte exactamente como el programa S. 

La idea de homomorfismo (isomorfismo) se puede extender a tuplas de relaciones de la siguiente manera: 

Definición 2.6 Dadas dos tuplas de relaciones ( R1 , ... , Rn) y ( S1 , ... , Sn), diremos que son homomorfas 

{isomorfas) sii para todo 1 ::; i 2: n, existe un homomorfismo (isomorfismo) entre ( R;, S;). 

3 Tipos Algebraicos de Datos 

Un tipo algebraico de datos es el álgebra libre generada por un conjunto de funciones constructoras ([14, 4]), 

es decir, todos los elementos del tipo pueden ser construídos mediante dichas funciones y, además, cada 
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combinación sintácticamente correcta de constructores genera un elemento distinto del tipo. También se los 

conoce con el nombre de tipos inductivos, por ser definibles mediante inducción estructural ([3, 5]). 

El método utilizado para especificar tipos de datos en el marco de las fork álgebras es introducir nuevas 

constantes de relaciones, junto con axiomas que las mismas deben cumplir para expresar las operaciones 

constructoras del tipo en cuestión. Para dar la sintaxis de las declaraciones definiremos la noción de término 

de tipo; estos términos servirán para denotar sintácticamente a los tipos. Para su definición asumiremos que 

Type es un conjunto de nombres de tipos, y que aridad es una función que para cada elemento de Type 

retorna su aridad (2 0). 

Definición 3.1 Sea Type el conjunto de nombres de tipos y sea V un conjunto de variables. Llamaremos 

término de tipo con variables en V a un elemento del siguiente conjunto inductivo: 

" vEV es un término de tipo con variables en V 

" si TEType, y t1, ... ,tp son términos de tipo con variables en V, entonces T(t1, ... ,tp) es un término 

de tipo con variables en V. 

Usaremos la siguiente sintaxis para escribir declaraciones: 

NewType(al,· .. ,ap) 

con NewType E Type, aridad(NewType) = p, n 2 1, a1, ... ,ap variables de tipo, C1, ... , Cn nombres de 

relaciones, y donde se cumple que para todo 1 S i 2 n, Di = Cte, o bien Di = ( d1 , ... , dr ), con r 2 1, 

y para todo 1 S k 2 r, dk es un término de tipo con variables en {al, ... , ap}. El símbolo especial Cte 

sirve para declarar a una relación como constante, como se puede ver en la Def. 3.2; no debe pertenecer al 

conjunto Type, para evitar ambigüedad en la definición. 

Cada instancia sin variables de esta declaración se denomina tipo algebraico, y será la abreviatura de: 

Definición 3.2 El tipo algebraico NewType(h, ... ,tp), donde t 1 , ... ,tp son términos de tipo sin variables, 

se define como una tupla de relaciones ( ( 1 , ... , Cn) tal que los siguientes axiomas se satisfacen: 

1. para todo 1 S i 2 n 
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" sz Di = Cte, entonces C; es una relación constante 

" sz Di = ( d1, ... , dr ), entonces C; es funcional e inyectiva, y Dom (e) ( ®~=l 1 d~), siendo 

d~ el resultado de sustituir cada ah en dk por th, con 1 :S h :;> p 

2. para todo 1 ::; i, j :;> n, con i=f j, e; ej ~=O, o sea, los rangos de constructores distintos son disjuntos 

3. se cumple que C2::::7= 1 Ran (e)) = Destr (NewType( a1 , ... ,ap)), donde Destr queda definida como la 

mínima solución del siguiente sistema de ecuaciones recursivas: 

Destr (ter m) 

, s1 ter m =ah, con 1 ::; h :;> p 

, s1 term=OldType(t' 1 , ... ,t'q), y existe la declaración 

OldType(a\, ... ,a'q) =<e~: D~, ... , e~: D~ > 

donde Md(D~) 

, si D~ = Cte 

'Sl D~ d~, y d~ es el resultado de sustituir cada a' h en 

d~ por t\, con 1 :S h :;> q 

, s1 D~ = ( d~, ... ,d:), con s :;> 2 

Si este sistema tiene solución no trivial, entonces el tipo es finitamente generado. 

Además, se define, para todo 1 ::S :;> n, 1 e, como abreviatura de Ran ( C), y 1N T (t t ) , ew ype 1 , ... , P 

como abreviatura de (2::::~=1 1 e). 

Utilizando la inyectividad de e y el hecho de que las funciones constructoras tienen rangos disjuntos es 

fácil demostrar que ( 1 e ., 1 ej ) = O, si i=fj; por lo tanto, la definición de 1 NewType( t 1 , ... , tp) provee una 

partición de NewType( t 1 , ... , tP), lo cual es de gran utilidad para aplicar la técnica de análisis de casos en la 

especificación y construcción formal de programas ((9, 1]) 

Esta especificación puede tener muchos modelos, pero la proposición que se presenta a continuación 

establece que todos ellos son equivalentes, y por lo tanto resulta indistinto con cual de ellos trabajemos. 

Proposición 3.3 Si t1, ... , tp son términos de tipo sin variables que denotan tipos monomórficos (todos sus 

modelos son isomorfos), entonces, NewType( t1 , ... , tp) denota un tipo monomórfico. 
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Dem. Sean NewType1(t 1, ... ,tp) = (R1, ... ,Rn) y NewTypez(tl, ... ,tp) = (S1, ... ,Sn), dos modelos 

distintos del tipo algebraico NewType( t 1 , ... , tp ). Se construye una relación transf, de manera muy similar 

al sistema de ecuaciones recursivas del axioma 3; la diferencia fundamental es el reemplazo de e~- y e~ por 

Rj- y Sj en la definición de Destr. La relación transf realiza la transformación de una representación a la 

otra. Se prueba que (M( O;), transf) es un isomorfismo entre Ri y S;, para todo 1 :S: i :2 n, donde}¡[ prepara 

un término basado en transf que se corresponde con la forma de 0;. Por lo tanto, NewType1(t1, ... ,tp) y 

NewType 2 ( t 1 , ... ,tp) son isomorfos. Los detalles de la demostración pueden encontrarse en [10]. 1!11 

3.1 Ejemplos 

El caso más trivial es Unit = < unit : Cte >, donde p=O, n=l. El axwma 1 establece que unit es una 

relación constante; el axioma 2 no se aplica, pues n=1; el axioma 3 se satisface trivialmente, ya que este es 

un tipo básico (no aparece en el dominio de sus constructores), y entonces queda 

Destr(Unit) = unit-;Md(Cte);unit = unit-;unit = lunit· 

Otro tipo, muy utilizado en los lenguajes de programación, es el tipo Bool = < false : Cte, true : Cte >. 

El axioma 2 establece que verdadero y falso son dos elementos distintos. La construcción del tipo Bool puede 

generalizarse para otros tipos enumerativos; por ejemplo, Color= < red : Cte, yellow : Cte, green : Cte >, 

es un tipo con tres constantes distintas (axiomas 1 y 2); el axioma 3 se satisface trivialmente, igual que para 

todos los tipos compuestos sólo por constantes (ver el ejemplo de Unit). 

Todos los tipos presentados hasta ahora tienen p=O, o sea que no dependen de ningún argumento. 

Para mostrar el uso de variables de tipo como argumento en la definición, utilizaremos un tipo que re­

presenta a la unión disjunta de tipos: Either(A,B) = < left :A, right : B >. Este uso de las variables de 

tipo permite utilizar el mecanismo conocido como polimorfismo pammétrico; por ejemplo, podemos escribir 

Either(Bool,Color), o Either(Unit,Bool), etc. Para cada tipo Either(t1 ,tz), el axioma 1 establece que left 

Y right son relaciones funcionales e inyectivas, y que Dom ( left) = 1 t 1 , y Dom ( right) = 1 t2 ; el axioma 

2 establece que el rango de left y el de right son disjuntos (aunque t1 sea igual a t2 ); el axioma 3 se sa­

tisface trivialmente, Destr ( Either(A,B)) = left-; M d(A); left + right-; M d(B); right = left-; 1 t1 ; left 

+ right ~; 1 t2 ; right = left-; left + right ~; right = 1 Either(tl ,tz). 
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Los ejemplos siguientes muestran tipos con casos inductivos no triviales, los cuales son comunmente 

utilizados en los lenguajes de programación. 

Num = < cero : Cte, suc : Num > 

List(A) = < nil : Cte, cons : (A, List(A)) > 

El primero de ellos, el tipo de los. números naturales, no utiliza variables en su definición. Los axiomas 1 y 

2 son fáciles de interpretar; el axioma 3 establece que los elementos del tipo Num son generados finitainente 

(se obtienen por la aplicación de una cantidad finita de operaciones suc a la operación cero): 

Destr(Num) = cero~;cero + suc~;Destr(Num);suc. 

El segundo, el tipo de las listas, utiliza las variables de tipos, permitiendo el polimorfismo paramétrico, 

de la forma en que se vió para el tipo Either(A,B). Es de interés observar que, para el tipo List( t ), el axioma 

1 establece que Dom ( cons) = ( 1 t ® 1 List( t) ) , y el axioma 3 establece que 

Destr(List(A)) = nil~;nil + cons~; ( 1t®Destr(List(A))) ;cons, 

El siguiente ejemplo muestra la potencia del axioma 3 para establecer la generación finita, ya que la referen-

cia inductiva aparece dentro de un término basado en List: Gen 'free( A)=< node :(A, List( Gen'free(A))) >. 

El axioma 3 establece un sistema de ecuaciones recursivas: 

Destr ( Gen'free(A)) = node ~; Destr (List( Gen'free(A))); node, y 

Destr (List( Gen'free(A))) = nil ~; nil + cons ~; ( Destr ( Gen'free(A))® Destr (List( Gen 'free( A)))); cons; 

la interacción entre las ecuaciones queda determinada por los términos de tipo utilizados en la declaración 

como dominio para las operaciones constructoras. 

El poder del tercer axioma también puede verse en el caso de definiciones recursivas simultáneas, 

PList(A) = < vacia : Cte, consp : (A, IList(A)) >, y 

IList(B) = < consi : (B, PList(B)) >. 

El sistema de ecuaciones recursivas para estas declaraciones es 

Destr (PList(A)) = vacia ~; vacia + consp ~; Destr (IList(A)); consp, y 

Destr (IList(A)) = consi ~; Destr (PList(A)); consi. 



4 Conclusiones 

Hemos presentado un mecanismo de definición de tipos algebraicos en el marco de las fork álgebras, junto 

con una sintaxis que permite simplificar la notación y que permite la definición de las internalizaciones de 

los tipos en base a las operaciones constructoras. Hemos mostrado ql!,e es posible especificar con este método 

varios tipos que aparecen comunmente en los lenguajes de programación. 

Una conclusión de importancia es que la utilización de tipos de datos en un marco homogéneo es posible, y 

no es necesario hacerlo de manera intuitiva. Esta técnica provee un aporte de gran importancia a la aplicación 

de las fork álgebras en las ciencias de la computación, fundamentalmente en las áreas de derivación de 

programas ([1]) y de bases de datos, especialmente en el campo de optimización de consultas ([6]), proveyendo 

un método riguroso de especificar los tipos de datos y sus propiedades. Las especificaciones presentadas 

poseen varias características importantes para la construcción formal de programas: permiten una definición 

jerárquica de los tipos, especifican tipos monomórficos, permiten el uso del polimorfismo paramétrico, y 

establecen una partición del dominio del tipo, favoreciendo el análisis de casos, entre otras cosas. Además 

es interesante observar el uso de la operación conversa(~) como medio de proveer un mecanismo de pattern 

matching sobre los constructores de los tipos algebraicos. 

Una posible continuación de este trabajo es la extensión del método de especificación para otras clases de 

tipos (no algebraicos), como ser, tipos obtenidos como cociente de tipos algebraicos, tipos funcionales, tipos 

con restricciones en la formación de sus elementos, etc. 
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