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Abstract—In this work, it is presented an exact method to solve
the Single Container Loading Problem, which aims at deciding
which items should be packed into the container in order to
attain the maximum loaded value. The method is derived from
the resolution of integer and constraint programming models.
One of the integer programming models is a relaxation for the
three-dimensional packing problem related to arranging items
into the container. Besides that, it is measured how constraints
related to priority conditions and vertical and horizontal load
cargo stability can impact on the solution. Instances from the
literature are solved in order to assess the method behavior in
relation to the occupied volume and runtime. It has been observed
that the highest volume losses have happened when the priority
conditions are taken into consideration, while the runtime has
increased when the vertical and horizontal stability constraints
are considered.

Index Terms—Container loading problem; mathematical pro-
gramming models; load priority; cargo stability.

I. INTRODUCAO

Este trabalho aborda o Problema de Carregamento em unico
Contéiner (PCumC). Tal problema é bastante comum em
empresas que lidam com transporte e armazenamento de itens
em recipientes, como contéineres e batis de caminhdes. Os
itens no PCumC sdo caixas, e tanto estas quanto o recipiente
possuem formato retangular. O objetivo do problema é decidir
quais caixas carregar no contéiner para que o valor do carre-
gamento seja maximo [1]. Além disso, busca-se determinar as
coordenadas para posicionar as caixas escolhidas de tal forma
que as caixas ndo extrapolem as dimensdes do recipiente e
de forma que nio ocorra sobreposicdo de caixas no leiaute
de empacotamento gerado, isto é, nenhuma caixa pode ocupar
posi¢des cobertas por outras caixas no empacotamento resul-
tante.

Dado que o PCumC € um problema pratico, em [2] hd
a descricdo de restri¢cdes, algumas ainda pouco abordadas
pela literatura existente, mas que sdo importantes de serem
consideradas quando se resolve problemas de carregamento
de itens em contéineres. Tais restricdes capturam aspectos
relacionados aos contextos reais de aplicagdo do problema,
tornando a solug@o encontrada mais coerente com as demandas
desses contextos. Restricdes para garantir a estabilidade do
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carregamento e para garantir a prioridade de envio de certas
caixas sdo alguns exemplos. Outros exemplos sdo restri¢cdes
para tratar questdes associadas a fragilidade dos itens, descar-
regamento e entrega, e carregamento completo dos itens de
um mesmo cliente.

Diante disso, este trabalho apresenta uma estratégia para
resolver o PCumC, que envolve modelos de programacao
inteira (PI) e programagio por restri¢gdes (PR). Os modelos sdo
resolvidos iterativamente usando o solver IBM ILOG CPLEX
até que a solucdo otima do problema seja encontrada. Um
dos modelos consiste em uma relaxa¢do para o Problema de
Empacotamento Ortogonal Tridimensional (30PP), que surge
como subproblema no PCumC no momento de buscar por
coordenadas para posicionar os itens dentro do contéiner.
Neste caso, o objetivo pretendido ao resolver o 30PP é checar
se todos os itens podem ser posicionados de forma que eles
ndo se sobreponham, fiquem dispostos de forma ortogonal as
paredes do contéiner e inteiramente dentro do contéiner.

Abordagens semelhantes a adotada neste trabalho para re-
solver o PCumC podem ser encontradas em [3] e [4], porém,
aplicadas ao problema da mochila bidimensional, que pode
ser visto como a versdo bidimensional do PCumC. Outro
detalhe que convém destacar € que [3] e [4] ndo fizeram uso
da relaxacdo baseada na mochila bidimensional. Sobre esta
relaxacdo, ndo se encontrou trabalhos na literatura que fizeram
uso ou mengdo. Assim, tal relaxacdo se configura como uma
das contribui¢des que esse trabalho traz.

Além disso, o presente trabalho apresenta como modelar
e incorporar nos modelos duas restricdes adicionais, a saber,
restricdo de prioridade e estabilidade de carga vertical e
horizontal. A restricdo de prioridade faz-se necessaria quando
ha no conjunto caixas com diferentes prioridades de envio.
Neste caso, a restricdo atua garantindo que as caixas de maior
prioridade estejam presentes no carregamento. J4 a restricao
de estabilidade vertical, conhecida também por restricdo de
estabilidade estdtica, garante que as caixas ndo se desloquem
com relagdo ao eixo z, isto é, que elas suportem a agdo da
gravidade permanecendo paradas, ao passo que a restricdo
de estabilidade horizontal (também chamada de estabilidade
dindmica) garante que as caixas ndo se desloquem com relacao



aos eixos x e y, isto é, que as caixas resistam a a¢do da inércia
durante o transporte [5].

O trabalho esta organizado em secdes. A Secdo II apresenta
a revisdo da literatura referente a algumas estratégias que
trataram de problemas de carregamento de itens em contéi-
neres bem como das restricdes de prioridade e estabilidade.
A Secdo III apresenta a descrigio do PCumC e discute a
estratégia proposta para resolvé-lo, incluindo os modelos que
a compde. A Se¢do IV mostra como modelar as restricdes de
prioridade, estabilidade vertical e estabilidade horizontal con-
soante aos modelos adotados. Os experimentos realizados com
a estratégia exata e os resultados alcancados sdo apresentados
e discutidos na Se¢do V. Por fim, na Secdo VI sdo dadas as
consideragdes finais e as perspectivas futuras do trabalho.

II. REVISAO DA LITERATURA

As estratégias mais comuns para carregar itens em contéi-
neres utilizaram ideias baseadas em constru¢do de camadas ou
blocos de itens. Nelas, os itens sdo agrupados em camadas ou
blocos e depois as camadas ou os blocos sdo arranjados dentro
do contéiner seguindo uma heuristica de posicionamento.
Dentre essas estratégias é possivel mencionar as tratadas em
[2], [6], [7], [8] e [9], que utilizaram constru¢cdo de camadas.
Também € possivel mencionar as estratégias tradadas em [10],
[11] e [12], que utilizaram constru¢do de blocos. Em [7] e [8],
houve uma preocupagdo em diminuir os espacos vazios. Para
tanto, [7] pontuou que, minimizando os espagos vazios entre
os itens, ndo ha necessidade de preenche-los com espuma ou
outros materiais e também contribui para a estabilidade do
empacotamento. Em [8], a estratégia consiste em um processo
iterativo que seleciona o tipo de caixa para compor a camada
e o melhor espaco possivel para empacotar a camada formada
de caixas do mesmo tipo.

Com relagdo as estratégias de construgdo de blocos, em
[10] foi proposto construir blocos homogéneos, com itens
do mesmo tipo. Segundo [10], blocos homogéneos sdo mais
faceis de organizar dentro do contéiner e isso corrobora para
que o carregamento seja realizado de forma mais rdpida.
Além disso, salientou-se que blocos formados por itens do
mesmo tipo tornam mais dificil o deslizamento de itens nas
pilhas, o que de certa forma contribui para a estabilidade
do carregamento. Em [12] foram identificadas caracteristicas
presentes nas estratégias que contribuem para a eficdcia de
heuristicas de posicionamento de caixas. Os autores des-
cobriram, por exemplo, que os tipos de blocos gerados, a
representacdo do espago livre e a funcio de avaliagdo do bloco
contribuem significativamente para a eficdcia da estratégia de
solugdo. Eles descobriram também que a forma de buscar por
blocos (construir os blocos) ndo impacta significativamente no
desempenho da estratégia.

Para encontrar uma solu¢do do PCumC, muitas estratégias
associaram heuristicas de constru¢do de blocos ou camadas
com meta-heuristicas. Como exemplo, tem-se as estratégias
de [6], [8], [13], [14], [15], [16], [17] e [18], que utiliza-
ram algoritmo genético e suas variagdes. Nessas estratégias
com algoritmo genético, a populagdo inicial de cromossomos

consiste em sequéncias de itens. Para cada cromossomo (isso
é, para cada sequéncia de itens), aplica-se a estratégia de
posicionamento adotada (constru¢do de blocos ou camadas)
para arranjar os itens da sequéncia no contéiner. Depois, o
empacotamento resultante é avaliado por meio de uma funcio
de aptiddo. Em [8], por exemplo, a fun¢do de aptiddo levou
em consideracdo trés aspectos: o volume total carregado,
a estabilidade estitica e o balanceamento da carga. Outros
exemplos sdo as estratégias de [19], [20] e [21], que utilizaram
busca tabu, [9] e [22], que utilizaram recozimento simulado
e [23], que utilizaram um algoritmo inspirado em colonia de
formigas.

Estratégias que utilizaram busca em arvore foram propostas
por [24], [25] e [26]. Em [25], a estratégia de busca em
arvore, segundo os proprios autores, pode ser vista como
um branch-and-bound, em que os nds mais promissores sdo
expandidos e explorados. Em [26] foi utilizada uma &arvore
terndria, enquanto em [24] foi utilizada uma busca gulosa
para percorrer a drvore. Em uma estratégia de busca gulosa, o
objetivo é expandir o né que parece ser 0 mais promissor
com a relagdo ao objetivo que se deseja alcangar. Assim,
em [24], buscou-se escolher uma caixa que gera o melhor
aproveitamento do contéiner enquanto houverem caixas que
possam ser empacotadas e, assim, tentou-se encontrar uma
maneira factivel de empacotar a caixa escolhida, respeitando
as orientagdes permitidas para a mesma. Depois de empacotar
todas as caixas possiveis, calculou-se o valor de solucdo e
comparou-o com o valor da solucdo corrente. Se a nova so-
lucdo fosse melhor do que a corrente, descartava-se a solucao
anterior e a nova solugdo passava a ser a corrente.

Alguns métodos exatos foram aplicados para resolver o
PCumC. Alguns exemplos podem ser encontrados em [5],
[27], [28], [29], [30] e [22]. O algoritmo de [28] foi do tipo
branch-and-bound. Em [5] foi adotado um branch-and-cut
para resolver um modelo de programacdo linear inteira. Em
[30] e [22] também h4 modelos de programacdo linear inteira
resolvidos por um branch-and-cut, sendo que [30] enfrentaram
problemas relacionados ao alto consumo de meméria durante
a resolu¢do do modelo. Em [22] foi observado que o tempo
requerido para resolver as instancias cresceu exponencialmente
conforme a quantidade de tipos de itens considerados.

Com relacdo a questdo dos métodos exatos demorarem a
encontrar uma solug¢do 6tima para o problema, em [31] foi
apontado que isso se deve pela caréncia de estratégias para
encontrar equivaléncias no dominio das varidveis e padrdes de
empacotamento, bem como pela falta de limitantes apertados
para o problema. Entdo, em [31] ha a proposta de duas formas
de obter limitantes para o PCumC. A primeira forma consiste
na ID bar relaxation e a segunda consiste na relaxacio
baseada na construcdo de fatias (camadas bidimensionais).

A técnica das posicdes relativas foi utilizada por [32] no
PCumC, porém, em um método do tipo branch-and-prune.
Para executar a poda de solugdes invidveis, os autores utili-
zaram, dentre outras relaxacdes, as que foram propostas por
[31]. A ideia de posi¢des relativas € saber, dado dois itens ¢ e
7, se o item j estd empacotado acima ou abaixo, a direita ou



a esquerda, a frente ou a atrds do item 1.

Para tratar a prioridade no carregamento de itens, em [33],
[34] e [35] foi proposto empacotar primeiro os itens de alta
prioridade. Depois, buscou-se empacotar os itens de prioridade
inferior caso houvesse espaco suficiente no contéiner. Outra
estratégia para tratar prioridade foi proposta por [9]. Tal
estratégia seleciona um subconjunto O’ de itens com alta
prioridade. Itens com alta prioridade para os autores sdo
pedidos ja expirados, com prazos de entrega mais recentes.
Em seguida, verificou-se se todos os itens do subconjunto
O’ poderiam ser empacotados sem sobreposi¢do no contéiner.
Em caso positivo, selecionou-se um subconjunto R’ de itens
de baixa prioridade (pedidos ndo expirados) e checou-se se
R’ + O’ poderiam ser empacotados dentro contéiner. A ideia
foi selecionar subconjuntos R’ e O’ para serem testados até
encontrar algum que coubesse sem sobreposi¢do no contéiner.

Ainda com relagdo a restri¢do prioridade, em [36] hd uma
formulagdo com a restricdo que sé empacota os itens de um
nivel de prioridade inferior se todos os itens de um nivel de
prioridade superior puderem ser empacotados. Um problema
dessa estratégia é a perda de volume empacotado, pois se nem
todos os itens de uma dada prioridade sdo empacotados no
contéiner, a restricdo impede que os itens de prioridade inferior
sejam arranjados nos espacos restantes. Nota-se ainda que
[9], [33], [34] e [35] preocuparam-se com 0 empacotamento
de itens de baixa prioridade caso sobre espaco no contéiner.
Porém, tais autores, ao contrdrio de [36], desenvolveram heu-
risticas, sendo entdo mais intuitivo considerar o preenchimento
do contéiner com itens de diferentes prioridades.

Com relagdo a estabilidade vertical, a literatura tem consi-
derado com mais frequéncia uma condi¢d@o de fator de suporte.
Essa condi¢@o impde que as bases das caixas estejam comple-
tamente ou parcialmente suportadas por outras caixas ou pelo
chao do contéiner. Estratégias que trataram a estabilidade dessa
forma podem ser encontradas em [5], [37] e [38]. Por outro
lado, hé estratégias em [39] e [8] que resolveram a estabilidade
por meio da teoria de equilibrio estdtico de corpos rigidos,
impondo que o carregamento € estdvel se as resultantes das
forcas e de momentos aplicados ao centro de massa de cada
caixa sdo ambas nulas .

III. ESTRATEGIA DE RESOLUCAO

O PCumC considera um conjunto de caixas I e um con-
téiner R. Assume-se que R possui largura L, comprimento
C e altura A. A quantidade de caixas presente em [ é
representada por m, sendo que cada caixa ¢ de I possui
largura [;, comprimento c;, altura a; e um valor v;. Quando se
fala em largura, comprimento e altura, entende-se que essas
dimensdes estdo associadas, respectivamente, aos eixos z, y
e z. O objetivo do problema é determinar quais caixas do
conjunto I devem ser empacotadas no recipiente para que o
valor do empacotamento seja maximo. As caixas escolhidas
para o carregamento ndo devem se sobrepor quando colocadas
inteiramente dentro do contéiner.

A estratégia exata para encontrar uma solugdo 6tima do
PCumC inicia-se com a resolu¢do de um modelo para o

Problema da Mochila Unidimensional (1IPM). A solugdo en-
contrada para o 1PM consiste em um subconjunto S de itens
de I tal que o volume total ndo excede o volume contéiner.
No entanto, sobreposi¢cdes podem ocorrer no empacotamento
final, pois, no 1PM, as questdes geométricas do problema sio
desconsideradas. Por isso, faz-se necessario resolver o 30PP
para os itens de S.

O 30PP pode ser resolvido diretamente por um modelo
de programacgdo por restricdes. Porém, considerou-se antes
a resolucdo de um modelo de PI baseado no problema da
mochila bidimensional (2PM). A intencdo € detectar mais
rapido se S € infactivel e evitar chamadas ao modelo de PR.
Neste caso, insere-se um corte no 1PM com o intuito de obter
uma outra solucio, isto é, obter um subconjunto diferente de
S. Por outro lado, caso a solu¢do do modelo associado ao 2PM
seja factivel, tem-se que o modelo de PR associado ao 30PP
¢ resolvido para S. Caso a resposta seja factivel, a solucdo
em S € 6tima, caso contrario, insere-se um corte no 1PM para
evitar S.

A. Mochila unidimensional

A resolucdo do problema da mochila unidimensional (1PM),
aplicada ao PCumC, busca escolher um subconjunto S de
caixas de valor maximo de tal forma que tais caixas nao ex-
cedam a capacidade do cont€iner, que neste caso, diz respeito
ao volume. Além disso, o 1PM ndo leva em consideracdo a
posi¢do em que cada caixa é empacotada, tampouco busca
garantir que ndo ocorra a sobreposicdo de caixas. Por ndo
considerar questdes de posicionamento e sobreposi¢do, o 1PM
¢ considerado uma relaxagdo para o PCumC. Logo, o valor
6timo do 1PM consiste em um limitante superior para o valor
da solugdo 6tima do PCumC.

Um modelo para o 1PM ¢ apresentado em (1)-(3) e leva em
consideracdo uma varidvel de decisdo bindria ; que indica se
o item ¢ € escolhido ou ndo para ser carregado. A funcdo
objetivo é dada em (1) e estd relacionada a maximizacdo do
valor empacotado. A restricdo (2) garante que o volume dos
itens escolhidos ndo excederd o volume total do contéiner, ao
passo que o dominio da varidvel de decisdo r; estd em (3),
para cada i € I.

Maximizar Z VT (D)
iel
iel
r; € {0,1}, Viel 3)

B. Reduced raster points

Uma vez que um subconjunto S € determinado, faz-se
necessario determinar o dominio de coordenadas x, y e z
possiveis para posicionar as caixas de S. Uma maneira para
fazer isso € discretizar o recipiente em uma malha unitdria e
considerar todo ponto desta malha para posicionar os itens.
Outra maneira consiste em aplicar estratégias para eliminar



pontos redundantes. Nesta caso, tem-se os reduced raster
points [40].

Em (4), apresenta-se a forma de calcular o conjunto X, de
coordenadas reduced raster points para posicionar os itens no
eixo z. O procedimento para calcular os conjuntos Y, e Z,. é
andlogo ao mostrado em (4).

Xr = {(L _p)m |p S Xd}7 (4)

em que (L — p), = max{a € X4 | a < L — p}. A partir de
X, constrdi-se o conjunto de coordenadas X;, o qual contém
todas as coordenadas p € X, tal que p+1; < L.

Em (4), o conjunto X, refere-se aos canonical dissections
ou normal patterns [41], que é calculado em (5).

Xe={pe€Zi|p=> ali,0<p<L, (5)
=1
EiE{O,l},i:L...,m}

C. Mochila bidimensional

O modelo definido em (6)-(15) recebe S como entrada
e tem por objetivo auxiliar na verificacdo da viabilidade de
se empacotar S no contéiner. Ele considera as variaveis de
decisdo bindrias [$ipq, Yipr € iqu- A varidvel §;,, assume valor
1 se a caixa ¢ é empacotada na posi¢do (p,q) com relacido ao
plano xy. A interpretacdo € andloga para as varidveis v;p, €
diqu. porém com relacdo aos planos zz e yz, respectivamente.

Z Z Z ifipg < A,
i€S {peX;|s—li+1<p<s} {q€Yi|t—c;i+1<q<t} (6)
Vs e X, teY,
Z Z Z Ci%Yipr < C,
1€S {peX;|s—1;i+1<p<s} {r€Zilu—a;+1<r<u} 7
Vs e X,.,u€ Z,
€5 {qeYi|t—ci+1<q<t} {reZilu—a;+1<r<u} (8)
VieY,,ueZ,
Z Bist = Z Yisus Vi € S, Vs € Xr (9)
tey; ueZ;
S Bt =Y bitus VieS, VteY, (10)
seX; uez;
D Visu= Y, bitus VieS, VueZ, (1)
seX; uez;
S Bipg =1, VieS (12
pEXi qeY;
Bipg € {0,1}, VieS, VpeX,, VqgeY, (13)

Yipr €{0,1}, Vi€ S, VpeX,, VreZ. (14

digr € {0,1}, VieS, VqevY,. VrelZ, (15)

Na formulagdo (6)-(15), as restricdes em (6) impdem que,
para cada reta que é perpendicular a um ponto (s,t) no plano
ry, a soma das alturas dos itens que interceptam tal reta
deve ser menor ou igual a altura do contéiner. As restri¢cdes
em (7) impdem que, para cada reta que é perpendicular a
um ponto (s,u) no plano xz, a soma dos comprimentos dos
itens que interceptam tal reta deve ser menor ou igual ao
comprimento do contéiner. As restri¢des (8) impdem que, para
cada reta que é perpendicular a um ponto (¢,u) no plano
xz, a soma das larguras dos itens que interceptam tal reta
deve ser menor ou igual a largura do contéiner. As restricdes
(9), (10) e (11) garantem que existe uma coordenada s no
eixo x para empacotar o item ¢ se € somente se existirem
coordenadas ¢ e u nos respectivos eixos y e z para empacotar
1. As restricdes (12) s6 s@o satisfeitas caso exista, para todo
item 4, uma posi¢do (p,q,r) dentro do recipiente em que 4
possa ser empacotado. Em (13), (14) e (15) sdo apresentados
os dominios das varidveis de decisdo.

Duas respostas sdo possiveis quando o modelo (6)-(15) é
resolvido: factivel, ou seja, todas as restri¢cdes sdo satisfeitas;
ou infactivel, ou seja, ndo existe combina¢do de pontos que
satisfacam todas as restri¢des. Se o modelo for infactivel, entdo
ndo é possivel empacotar S e um outro subconjunto precisa
ser determinado. Contudo, as questdes de sobreposi¢do foram
relaxadas no modelo (6)-(15) e, por isso, caso a resposta seja
factivel para .S, ndo se pode afirmar que € possivel empacota-
lo sem antes checar a sobreposi¢do, isto €, sem antes resolver
0 30PP para S.

D. Modelo para o 30OPP

Um modelo basico de programacdo por restricdes para
30PP consiste em definir a restricdo (16) para todo i e j
do subconjunto de itens S a ser analisado [32]. Em outras
palavras, essa restricdo estabelece que se o item ¢ é empaco-
tado em um ponto (X;,Y;, Z;), o item j (diferente de i) deve
ser empacotado em um ponto (X;,Y;, Z;) de tal forma que j
fique acima, abaixo ou dos lados do item <. Se a restri¢do for
satisfeita para todo par de itens 7 e j, tem-se que o subconjunto
U pode ser empacotado sem sobreposi¢do dentro do contéiner.

Xi+li§Xj\/Xj+ljSX,’\/Yi+Ci§Y}
VYj+c¢;<Y;VZi+a; <Z;VZi+a; <7,
(i,j) €5

(16)

E. Cortes

Toda vez que um subconjunto S ndo pode ser empacotado
no contéiner, o corte representado pela desigualdade (17)
precisa ser inserido no modelo para o 1PM, que deve entio
ser resolvido novamente a fim de encontrar um subconjunto



diferente daqueles detectados infactiveis. A soma no lado
esquerdo da desigualdade (17) envolve todos os itens de S.
A imposi¢do de que essa soma seja menor ou igual a |S| — 1
garante que um subconjunto diferente seja encontrado da
préxima vez que a mochila for resolvida.

ZHS

€S

B! (17

IV. RESTRICOES PRATICAS

Esta secdo apresenta como modelar e incorporar na es-
tratégia exata para o PCumC as restricdes de prioridade,
estabilidade vertical e estabilidade horizontal.

A. Prioridade

A restricdo de prioridade ¢ modelada em (18), sendo base-
ada na proposta de [36] para tratar prioridade no carregamento
de itens em aeronaves. Tal restricdo considera que os itens sdo
agrupados em niveis de prioridade pr = 1,..., NPrio, em
que N Prio é o nimero de niveis de prioridade. Itens com
prioridade pr = 1 s@o mais importantes do que itens com
prioridade pr = 2 e, assim sucessivamente, até pr = N Prio.
A restricdo de prioridade € considerada durante a resolucio
do 1PM.

| Priopr—1|r; < Z TS,

JEPTION, 1

pr=2,..., NPrio, (18)

Vi € Priop

Em (18), Prio, € o conjunto de itens com prioridade p e
Prio,—1 € o conjunto em nivel de prioridade anterior, que é
mais importante do que o nivel p. Logo, impde-se que os itens
de um nivel de prioridade inferior (prioridade pr) sé poderdao
ser carregados se todos os itens com um nivel de prioridade
superior (prioridade pr — 1) forem carregados.

B. Estabilidade Vertical e Horizontal

As restri¢cdes em (19) e (20) sdo incorporadas ao modelo de
PR para o 30PP para tratar a estabilidade vertical. Elas foram
desenvolvidas com base em garantir o suporte da face inferior
de cada caixa.

(Zj:Zi—|—a,»/\Zj—aiZO/\Xi>Xj—li/\
Xi<Xj+lj/\Y;‘>ij—Ci/\§/i<ij+Cj)
Vi, j €S

19)

em que Lg] = min(X; +1;, X; +1;) —max(X;, X;) e CE] =
min(Y; + ¢;, Y; + ¢;) — max(X;, X;).

ZO’jl‘ Z Oélej,

i€S

Vjies (20)

~ 9

As restricdes em (19) sdo do tipo “se-entdo” e estabelecem,
dado um par de caixas i, j, que se a caixa ¢ estd empacotada
imediatamente abaixo e em contato com a caixa j, a varidvel
auxiliar o;; assume o valor da drea de contato entre essas duas

caixas. Caso a caixa ¢ nlo esteja empacotada imediatamente
abaixo da caixa j, a varidvel auxiliar o;; assume valor zero.
A caixa ¢ estd empacotada imediatamente abaixo da j se a
projecdo de suas bases sobre o plano zy se interceptam e
se a coordenada no eixo z onde a caixa ¢ termina € igual a
coordenada onde a caixa j comecga. Isso é modelado no lado
esquerdo de (19), que se refere ao “se”.

A é4rea de contato entre duas caixas ¢ e j € calculada
pela multiplicacio entre LE}} e Ci[Jl-]. Assim, as restri¢des (20)
estabelecem que no minimo a% da édrea da base da caixa j
receba suporte, dado pela soma das dreas de contato das caixas
que estdo empacotadas imediatamente abaixo e contato direto
com j.

As restri¢des (21) e (22) s@o incorporadas ao modelo de PR
para o 30PP para tratar a estabilidade horizontal. A varidvel
auxiliar p;; representa o contato entre a face traseira da caixa
7 com a face frontal da caixa ¢, quando ocorre contato, € a
varidvel 7;; representa o contato entre a face lateral direita da
caixa ¢ e a face lateral esquerda da caixa j. Assim, as restri¢cdes
em (21) estabelecem que a soma das dreas de todas as caixas
que estdo empacotadas imediatamente atrds e em contato com
a caixa j seja no minimo igual a A% da érea da face traseira
da caixa j. As restricdes em (22) estabelecem que a soma das
areas de todas as caixas que estdo empacotadas imediatamente
ao lado esquerdo e em contato com a caixa j seja no minimo
1% da face lateral esquerda da caixa j. Os contatos p;; € 7;;
sdo obtidos de forma andloga a o;; mostrado em (19).

> pji = Aejaj,  VjES Q1)
€S
> 7> plja;,  VjES (22)
€S

V. EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

A estratégia exata apresentada neste trabalho foi codi-
ficada em linguagem C++. Utilizou-se o pacote comercial
de otimizagdo IBM ILOG CPLEX Optimization Studio na
versdo 12.8 para resolver os modelos presentes na estratégia.
O computador usado para realizar os experimentos possui
processador Intel Core 15-3570 de 3,4 GHz, 8 GB de memoria
RAM e sistema Linux Ubuntu 14.04 LTS.

Nos experimentos, buscou-se resolver instincias do PCumC
nas seguintes situacdes: sem restri¢gdes praticas; com as restri-
¢oes de prioridade; com as restricdes de estabilidade vertical;
e, com as restricdes de estabilidade vertical e horizontal
atuando juntas. Utilizou-se 60 instancias de [S] em cada um
dos quatro experimentos. As instancias escolhidas possuem
10 ou 20 caixas e contéiner de volume 103, 20% ou 303,
sendo agrupadas em seis classes. A quantidade de itens e o
volume do recipiente que hd nas instancias de cada classe sdo
mostrados na Tabela I. Considerou-se ainda que cada caixa
possui demanda unitaria, ha trés niveis de prioridade e o, A e
1 sdo iguais a 100%, impondo que as caixas tenham suas bases
e faces traseira e lateral esquerda completamente suportadas
por outras caixas. Além disso, cada instancia teve tempo limite
de resolugdo igual a 3600 segundos.



Tabela I
INFORMACOES SOBRE AS CLASSES DE INSTANCIAS.

Classe | Quantidade de itens  Volume do recipente
1 10 103
2 10 20%
3 10 303
4 20 102
5 20 203
6 20 30°

A. Resultados

As Tabelas II, III, IV e V mostram os resultados obtidos
com os experimentos realizados. Tais resultados sio com
base na média aritmética. Portanto, em cada uma das tabelas
referenciadas, a coluna “V.F.O ” mostra o valor médio de
fungdo objetivo obtido para cada classe de instincias, a coluna
“Cortes médio ” mostra a quantidade média de cortes inseridos
ao longo da resolucdo, isto é, a quantidade de subconjuntos
6timos para a mochila unidimensional, mas invidveis do ponto
de vista de caberem sem sobreposi¢do no contéiner, e a coluna
“Tempo médio ” mostra o tempo médio gasto para cada classe
de instancias.

Os resultados obtidos ao aplicar a abordagem para resolver
as instancias do PCumC sem considerar restri¢des praticas sdo
mostrados na Tabela II. Nota-se que o tempo requerido para
resolver as instincias foi maior para as classes de instincias
com 20 itens, isto é, para as instidncias das classes 4, 5 e
6. Observou-se também aumento do tempo em funcdo do
aumento do tamanho do recipiente nas classes de instancias.
A quantidade de cortes foi maior para as classes de instincias
com 20 itens.

Tabela 11

Tabela III
RESULTADOS OBTIDOS PARA O CASO COM PRIORIDADE.

Instancias | F.V.O médio  Cortes médio = Tempo médio
Classe 1 594,80 1,30 0,21
Classe 2 4520,90 6,70 0,71
Classe 3 12825,50 18,60 0,69
Classe 4 868,80 24,70 1264,89
Classe 5 5577,50 28,80 284,12
Classe 6 16237,50 37,80 16,55

A Tabela IV mostra os resultados para o caso em que se
considerou a restricdo de estabilidade vertical. Tais resultados
demostram que houve aumento no tempo médio de resolucao
e na quantidade média de cortes a medida que houve um
aumento no nimero de itens e no tamanho do recipiente.

Tabela IV
RESULTADOS OBTIDOS PARA O CASO COM ESTABILIDADE VERTICAL.

Instancias | FV.O médio  Cortes médio  Tempo médio
Classe 1 610,40 10,10 52,74
Classe 2 5091,60 306,80 51,61
Classe 3 17170,60 370,90 22,72
Classe 4 999,60 667,10 3600,00
Classe 5 8000,00 2024,30 3600,00
Classe 6 51299,20 1852,90 3600,00

Os resultados obtidos quando se considerou a restricdes de
estabilidade vertical e horizontal atuando juntas sdo mostrados
na Tabela V. Neste caso, observou-se também aumento no
tempo médio de resolugdo e na quantidade média de cortes
em conformidade com o aumento da quantidade de itens e do
tamanho do recipiente nas instancias.

RESULTADOS OBTIDOS PARA O CASO SEM RESTRICOES PRATICAS.

Instancias | FV.O médio  Cortes médio  Tempo médio
Classe 1 616,40 6,50 0,28
Classe 2 5841,50 190,60 7,31
Classe 3 18549,90 286,20 15,59
Classe 4 980,10 982,30 3600,00
Classe 5 7996,20 735,10 3600,00
Classe 6 26981,50 701,20 3600,00

Tabela V
RESULTADOS OBTIDOS PARA O CASO COM ESTABILIDADE VERTICAL E
HORIZONTAL.
Instancias | FV.O médio  Cortes médio  Tempo médio
Classe 1 575,80 30,50 328,53
Classe 2 3727,60 622,50 195,58
Classe 3 12536,10 711,80 133,31
Classe 4 999,60 668,40 3600,00
Classe 5 8000,00 2025,30 3600,00
Classe 6 26999,40 1854,80 3600,00

A Tabela III mostra os resultados obtidos ao aplicar a
estratégia exata considerando a restri¢do de prioridade. Nota-
se que o tempo de resolucdo foi menor para todas as classes
quando comparado com o caso sem restricdes praticas. A
quantidade média de cortes inseridos foi maior ao se resolver
instancias das classes com 20 itens (classes 4, 5 e 6) do que
ao se resolver as instincias das classes com 10 itens (classes
1, 2 e 3). Além disso, observou-se aumento na quantidade
média de cortes em conformidade ao aumento do tamanho do
recipiente nas classes com 10 e 20 itens.

A Figura 1 mostra, para cada experimento, a porcentagem
de instincias para as quais foi possivel obter solucdo 6tima
e para quais o valor de fungdo objetivo se configura apenas
como um limitante superior do valor da solucido 6tima (ca-
sos em que o tempo limite imposto foi atingido). Observa-
se que a consideracdo da restricdo de prioridade contribuiu
para encontrar a solu¢cdo 6tima para um percentual maior de
instancias quando comparado com o0s casos sem restri¢cdes
préticas e com as restricdes de estabilidade. Para estes tltimos
casos, a quantidade de instdncias com solucdo 6tima e do
tipo limitante superior foram iguais a 50%, indicando que
ndo houve aumento no nimero de instancias com solucdo
6tima ao considerar as restricdes de estabilidade, seja, apenas
estabilidade vertical, ou estabilidade vertical com horizontal.



Figura 1. Porcentagem de instincias com soluc@o 6tima e limitante superior.
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A Figura 2 mostra o volume médio, em porcentagem, que
foi empacotado no cont€iner em cada experimento para as
classes de instincias 1, 2 e 3. As classes 4, 5 e 6 ndo
foram utilizadas porque, na maioria dos casos, nio foi possivel
encontrar uma solugdo 6tima. Uma vez que a solucdo ndo
€ 6tima para o PCumC com ou sem restri¢des praticas, nao
ha como afirmar que os itens podem ser empacotados. Por
isso, para comparar 0 volume empacotado dado a insercdo
das restricGes praticas, considerou-se somente as classes de
instancias para as quais existe a certeza de que os itens
maximizam a fungdo objetivo a0 mesmo tempo que podem
ser empacotados sem sobreposi¢do no contéiner, 0 que ocorre
para as classes 1, 2 e 3.

Figura 2. Volume médio (%) empacotado no contéiner em cada tipo de
experimento e em cada classe.
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A andlise da Figura 2 revela que para todas as restricdes pra-
ticas houve perda de volume empacotado quando comparado
com 0 caso sem restrigdes praticas. As maiores perdas foram
observadas quando se considerou a restri¢do de prioridade.

Por fim a Figura 3 apresenta o tempo médio, em segundos,
requerido para resolver todas as instancias em cada um dos
experimentos. O menor tempo foi observado para o caso
em que se considerou prioridade. Para os casos com as
restricdes de estabilidade vertical e com estabilidade vertical
e horizontal, o tempo médio foi alto, ficando entre 1500 e
2000 segundos. Nota-se ainda que o tempo médio de resolucio
diminuiu dado a inser¢do da restricdo de prioridade, porém
aumentou na presenca da restri¢do de estabilidade.

Figura 3. Tempo médio (s) de resolucdo para cada experimento.
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VI. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou uma abordagem para o PCumC
composta de trés modelos, sendo dois deles de programacao
inteira e um de programagao por restricdes. O primeiro modelo
de PI ndo considera restrices para tratar sobreposicio, por
isso representa uma relaxa¢do para o PCumC. O objetivo por
traz da resolucdo deste modelo relaxado € a obtencdo rdpida
de um limitante superior para a solu¢do 6tima do PCumC. Os
outros modelos sdo voltados a representacdo do subproblema
30PP. A resolucdo do 30PP busca verificar se um conjunto de
itens tridimensionais pode ou ndo ser empacotado dentro de
um contéiner. Além disso, mostrou-se como modelar restri¢des
praticas dentro da estratégia desenvolvida. Essas restricdes
sdo para garantir o carregamento de itens de alta prioridade
(restricdo de prioridade) e que os itens terdo suas bases e faces
laterais esquerda e traseira completamente suportadas por
outras caixas ou pelo chdo e laterais do contéiner (restricdes
de estabilidade vertical e horizontal).

A estratégia exata foi aplicada sobre 60 instdncias con-
siderando diferentes cendrios. Primeiro, resolveu-se as ins-
tAncias sem considerar restri¢des praticas. Depois, resolveu-
se as instancias considerando cada uma das trés restri¢cdes
préticas tradadas no trabalho. Buscou-se com os experimentos
computacionais verificar o impacto da insercao das restri¢des
préaticas no que diz respeito ao volume empacotado e tempo
de resolugdo. Com relacdo ao volume empacotado, observou-
se a sua diminui¢do com a inser¢do das restrigdes praticas.
As maiores perdas de volume foram observadas quando se
considerou a restricdo de prioridade. Com relagdo ao tempo
de resolucdo, observou-se uma diminuicido de 85,52% com a
inser¢do da restricdo de prioridade e um aumento de 0,96%
com a inser¢do da restrigdo de estabilidade vertical e 5,86%
com a inserc@o das restricdes de estabilidade vertical e hori-
zontal.

Pretende-se, como perspectiva futura deste trabalho, traba-
lhar com outras restrigdes praticas relacionadas a problemas
de empacotamento de itens em contéineres. Melhorias com
relacdo ao desempenho da abordagem podem ser obtidas
investigando novos limitantes para o problema. Explorar a
técnica de programacgdo por restricdes a fim de alcancar um



desempenho maior com relagdo a redu¢do do dominio das
varidveis de decisdo pode ser outro caminho de trabalho futuro.
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