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Abstract

El Modelo de Mezcla de Expertos (ME) es un tipo de Redes Neuronales Atrtificiales Modulares (MANN) especialmente
adecuadas cuando el espacio de entrada se encuentra estratificado. La arquitactanapeststa por diferentedulos:
redes expertas que compiten por aprender diferentes aspectos de un problema y una red denaguegatiitra la com-
petencia y aprende a asignar diferentes regiones del espacio de datos a diferentes expertos locales cigyadopctog
ser la nas apropiada. La regla de aprendizaje combina aspectos competitivos y asociatieogiydestia para favorecer
la competencia entre expertos locales, que permiten dividir el espacio @itamente’ en subregiones manejadas en lo
posible por uriinico experto local.

El aprendizaje del modelo ME puede ser tratado como un problema de eétintkecpaametros que maximizan la
verosimilitud, donde el algoritmo de &ima Expectaéin desacopla el proceso de estindacdén una manera que calza con
la estructura modular de la arquitectura ME.

Sin embargo, cuando los datos&@sexpuestos a datoditos, el modelo es afectado debido a que el algoritmo es
sensible a estas desviaciones obteniendo un bajo rendimiento. En esta tesis se propone robustificar el algoritmo EM para
el modelo ME, obteniendo un algoritmo elegante, eficienteagiela convergencia debido a que aprovecha la modularidad
del modelo (baja interferencia destructiva), y a la vez es insensible a los daiossatacotando el impacto de ellos en la
obtencén de los estimadores pero sin eliminarlos). Resta se utiliza una generalizanidel estimador #gximo verogmil
conocido como M-estimadores.

En la fase de prueba se seleccionan problemas reales y con presencia deipiatiss @rtenecientes a la serie de
problemas eéindares DELVE y PROBENL1, para mostrar que el algoritmo Robusto&énhé Expectaéin para Mezcla
de Expertos (REM-ME) muestra mejoras significativas con respecto a&lmglos chsicos.

Palabras Claves: Redes Neuronales Artificiales Modulares, Modelos de Mezcla, Modelo Mezcla de Expertos, M-
estimadores, Algoritmo de &ima Expectadin.

1 Introduccion

El cerebro es un sistema altamente complejo debido a qaeestpuesto de un grarimero de componentes que inter-
acflan entres Estudios en Biolo@ y Psicologa han descubierto la arquitectura modular del cerebro, pero no han llegado a
un acuerdo en eliimmero de mdulos, la naturaleza de su interdutp la manera en que ellos se desarrollan. Estuduhos
se especializan en ciertas funciones de acuerdo a sus propiedades estructurales, presentanddaltdJcehpsigunta
valida es si la definiéin de c&l modulo realiza gé funcibn es acorde al material getito o en base a la experiencia.
Un creciente imero de investigadores cree que lo que realmente determina las propiedades funcionales de las distintas
regiones del cerebro, es un proceso dependiente de la experiencia. Eatededrina dos grandes nociones:

e Debido a las diferentes propiedades estructurales de las regiones del cerebro, existe una correspondencia entre sus
estructuras y las funciones que son capaces de realizar. Aunque diferentes regiones puedan realizar una misma tarea
0 puedan adaptarse para realizarla, algunans#ts eficientes que otras.



¢ Diferentes regiones del cerebro compiten por la habilidad de realizar un conjunto de tareas. Basados en la primera
nocion se puede establecer que la competencias=stgada, ya que cada @gtiende a ganar la competencia en
aquellas funciones en las cuales su estructura easaagecuada.

Jacobs et al. en [JJNH91a], proponen una arquitectura de redes neuronales, conocida como Modelo Mezcla de Expertos
(ME) que implementan las nociones anteriores utilizando modelos conexionistas. Esta arquitectura es ilustrada en la Figura
1, y consiste en dos tipos de redes neuronales: redes expertas y una red detagfegactida comgatingen la literatura
inglesa). Las redes expertas compiten por aprender de los patrones de entrenamiento, mientras la red e agaigaci
esta competencia.
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Figure 1:Modelo Mezcla de Expertos(MEonsiste en un conjunto de redes expertas y una red de agneglacs expertos
compiten por aprender diferentes aspectos del problemay la red de agnegma mediadora de esta competencia.

El modelo ME es un caso particular de una arquitectura compuesta por un conjunto de redes que tienen la capacidad
de inhibirse entreissuprimiendo la salida de otras redes. La fuerza inhibitoria de la arquitectura depende del contexto
del problema, es decir del valor actual de los patrones. Aunque en el cerebro, no existe evisieacte funa red de
agregadn, al finalizar el entrenamiento, aquellas redes que ganan la competencia, suprimen fuertemente la salida de las
redes perdedoras (con pobre rendimiento). Existen diversos autores que a partir de los resultados obtenidos por este tipo de
arquitectura sugieren que en el cerebro l@sloios neuronales interden entre kinhibitoriamente.

El problema de aprendizaje de la arquitectura ME puede ser tratado como un problema detestimaabmetros.

Un enfoque corain es aplicar el i@todo de gradiente descendente para obtener los estimadorésigearnerosimilitud

(ML). En [JJ91], [JJB91] y [JJ92], resultados emiqos revelan que, aunque el enfoque del gradiente es exitoso en encontrar
valores razonables de los paretros en problemas particulares, labrade convergencia no fue significante mayor que el
obtenido al utilizar el ratodo de gradiente en arquitecturas feedforward.

Un enfoque alternativo es presentado en [JJ94], donde se introduce el algoritn&xideaNExpectadin (EM) para la
arquitectura Mezcla de Expertos que mostsmar ventaja de la modularidad de la arquitectura. El algoritmo EM es un
algoritmo de propsito general para obtener estimadores é&ima verosimilitud en una amplia variedad de situaciones
mejor descritas como problemasdkegos incompletasAunque no existan datos perdidos u otra forma de incompletitud en
los datos, casi siempre es posible reformular un problema dentro de un marco EM. La f@maéical del algoritmo EM
[DLR77], considera una variedad de ejemplos y condiciones especiales para su convergencia.

En esta tesis, se propone utilizar el algoritmo EM para estimar l@sdros del modelo ME de manera de aprovechar
la ventaja de la estructura modular de la arquitectura. Se mastua cuando se presentan datdpiebs en la muestra
(valores aberrantes que se alejan fuertemente del modelo subyacente), denominados outliers en la literatura inglesa, el
supuesto distribucional del comportamiento entre los datos de entrada y de salida ya no es compleddideniables
datos dipicos son usualmente eliminados utilizando un filtro basado en un umbral para la chi-cuadrada antes de aplicar
el algoritmo EM. Sin embargo, encontrar el umbral adecuado &sl difusualmente sérarbitrario. Consecuentemente
con ésto, informadn 'necesaria’ poda ser rechazada como datogpains. Por ejemplo, en problemas de clasifioagi



una clase con pocas muestradaeiificil de identificar y la teda de filtros podia asumir que estas muestras constituyen
outliers estatsticos, eliminando informadn que poda ser la semilla para una nueva clase.

Como una alternativa a lagdnicas habituales de preprocesamiento de los datos, estudios de robustez, en especial en
la etapa de entrenamiento de redes feedforward han sido propuestas en varios trabajos (ver [CM94], [AMSO01], [AMS02])
donde se ha mostrado la efectividad de utilizar algoritmos gue acotan la influencia de losigatos sin llegar a elimi-
narlos.

Debido a que la arquitectura ME es sensible a la presencia de diicestel objetivo de esta tesis es construir un
algoritmo EM Robusto para la estiméani de los paxmetros mediante la maximizaai de la verosimilitud del modelo
neuronal ME utilizando M-estimadores, de manera tal que la influencia de los datossaés acotada.

2 Alcance y Contribucion de esta Tesis

El objetivo de esta tesis es desarrollar un algoritmo de aprendizaje robusto para el modelo Mezcla de Expertos, que le
permita ser insensible a la presencia de dafpscass y que tome ventaja de la modularidad del modelo (en cuanto a rapidez
de convergencia).

En base a este objetivo general, en esta tesis se realizan las siguiedtesi$tip

e Eleccbn del Modelo ME: cuando se tienen tareas de distinta naturaleza que se desean modelafipicaurd se
produce un problema en el aprendizaje conocido como 'interferencia destructiva’. Lé@eleasiadecuada en estos
casos es seleccionar el modelo ME donde distintas redes modelan distintas tareas, y por tanto no interfidren entre s
durante el aprendizaje.

e Se obtienen mejoras significativas en el rendimiento obtenido por el modelo ME en el conjunto de prueba al obtener
los pametros mediante un algoritmo insensible a los dafpgcas.

e Se reduce la complejidad del modelo. Cuando el algoritmo no considera un tratamiento para lospietss e
altamente probable que elimero de expertos del modelo ME aumente debido a que el modelo trata de modelar los
datos dipicos con expertos adicionales. La introdéccde robustez permite modelar la real tendencia de los datos
independiente del ruido que presenten.

e El modelo ME converge al menos un orden de magnitad mpido si se utiliza durante el aprendizaje el algoritmo
EM en vez de un algoritmo basado en el gradiente, debido a quedaerataja de la modularidad del modelo.

e Cuando los conjuntos de datos presentan datpgas, el modelo ME con aprendizaje robusto presantajoras
significativas en el rendimiento.

Esta tesis tiene una contrib6ai especial al mundo cidfito debido a que el modelo Mezcla de Expertos desde su
aparicbn a comienzos de losias 90, [JJNH91b], ha sido exitosamente utilizado en problemas que involucran diferentes
fuentes de informabn. En este tipo de problemas el modelo ME ha mostrado ser superiorimizaared neuronal en
cuanto a su rendimiento, su capacidad de generadagu rapn de convergencia. Lamentablemente, cuando los datos son
ruidosos, presentando datogpatos (usualmente los conjuntos de datos reales presentan estasisticgrel modelo ME
disminuye su capacidad de generalibac¢iy disminuye su rapidez de convergencia, siendo necesario usualmente aumentar
el nimero de expertos de la mezcla, y por lo tanto aumentarséno de paametros a estimar, ver [TSAMO02], [TSAMO03] y
[ATSMO03]. Esta tesis presenta una posible sdln@ este problema, robustificando el algoritmo de aprendizaje, adquiriendo
por tanto insensibilidad frente a los datos egttichs aipicos, sin rechazarlos (como lo feauna teda de filtros) pero
acotando su influencia, permitiendo que el modelo extraiga la infoemaelevante que ellos pudiesen enmascarar.

Es importante mencionar, que durante el desarrollo de esta Tesis se generaron las siguientes publicaciones indexadas
en Congresos internacionales: [TSAMO03] y [ATSMO03]. Un tercercatd ha sido aceptado para su pronta publizaci
[AMSTO04].

3 Mezcla de Expertos
Cuando el algoritmo de gradiente descendente es utilizado para entrenar una red multicapa para realizar diferentes subtareas,

generalmente apareéeun efecto de interferencia que genaran proceso de aprendizaje lento y una pobre capacidad de
generalizadin. Si se conoce a priori que el conjunto de casos de entrenamiento, puede ser naturalmente dividido en



subconjuntos que corresponden a cada una de las distintas subtareas, la interferencia puede ser reducida utilizando un
sistema compuesto de distintas redes expertasuna red de agregéaaoi, que decide d@les de los expertos delem ser
usados para cada obsenati

Cuando se tiene un espacio de entrada estratificado en diferentes subregiones, mediante el aprendizaje se debe inferir
gue existian distintos mapas en cada subdegiAungque undinica red homognea poda ser aplicada a este problema, se
espera que las tareas seaasrfaciles de realizar si se asignasen diferentes redes expertas a cada una de las subregiones, y
el criterio de asignadn de un experto a una subrégifuese realizado por una red extra, denominada red de agmegaci
gue recibe como informain durante el aprendizaje, el patrde entrada y el rendimiento relativo de los expertos para ese
patton.

La arquitectura (ME), [JJ99], éstcompuesta d& redes expertas, cada una de las cuales resuelve un problema de
aproximacbn de funcbn sobre una regn local del espacio de entrada. El conjunto de datos es denonmfhape esh
formado por duplas compuestas de vectores de emrad®’ y vectores de salidae R™. En esta secon, utilizaremos la
versbn extendida del conjunto de datos, es decir su descomposipicita en vectores de entrada y salida.

A cada una de las redes expertas del modelo ME, denoméjade le asocia un modelo probasiico como sigue:

P(¥|¥aglazj)7 J:177K7 (1)

dondef; es el vector de los pametros de la red experfa@sima yZ; es la matriz de covarianza de los residuos generados
entre la diferencia del dato verdadero y la salida del experto. Por motivos de simplicidad se asume que estas densidades de
probabilidad pertenecen a la familia exponencial, restringiendocaiisandel presente trabajo a modelos Gaussianos.
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Figure 2: Arquitectura Mezcla de Expertos(MB)a arquitectura ME consiste en un conjunto de redes expertas y una red
de agregadin. Los expertos compiten por aprender diferentes aspectos del problema y la red de@gesgaainediadora
de la competencia.

Considerando la figura 2, cada experidred j-ésima) genera como salida un vector deépaetrogy;, con

dondeBj es el paametro de localizadin del modeldP(y|x,8;,2j)(en este caso es simplemente la media). En esta tesis se
asumia que Iosjj son lineales en los pametros y que la componente de no linealidad del modelo es entregada por la red
de agregadin, debido a que cada salidg, probabilidad condicional de los datos y del rendimiento de cada experto.



Cada red experta tiene asociada una matriz de covarianzao singular, por lo tanto el modelo probasiico para el
expertoej, puede ser escrito conM(fj(x,6;),Zj), o expicitamente

P(y|x,0;,%i) = —L1——exps —1[y— f.(x,0.)]T=7y— f . (x,6
8, Z) = gty p{ -3y 1,060, "= My~ f,(x.8))]} 3

Diferentes redes expertas son apropiadas en diferentes regiones del espacio de entrada, por lo tanto la arquitectura
determina estdxsticamente para una entrad&ual experto 0 mezcla de expertos easapropiada para producir la salida
deseada. Para este fin, la arquitectura ME tambitiliza una red auxiliar conocida comorked de agregadin (gating)
gue particiona el espacio de entrada en diferentes regiones correspondientes a diferentes redes o mezcla de redes expertas.
Esto se logra asignando un vector de probabiligady,, . ..,g«]’ a cada punto del espacio de entrada. En particular, la
red de agregadh implementa una fungh parametrizadg(x, 8,) y una funcén normalizadorg(¢). La funcibn § es un
mapa desd®" aRK, para cada elemento del vector dejmaetrosh,, y la funcibn g es un mapa d&X aRX. Una forma
particular deg es la funcbn softmax, B

5 £ (%.80) 4 K 4
91—91(X770>—W7 I=4L..,K 4)

Notar que esta definian implica queg; es no-negativag; > 0, y ZiK:1 g=1

Una interpretacin probabiistica es veg; como una superficie discriminante en un problema de clasificacpor lo
tanto a la red de agregaci como un sistemelasificadorque mapea una entraga la probabilidad de que un experto o
una mezcla de expertos sea capaz de generar la salida deseada (blasawlelsconocimiento de).

Es importante hacer notar, que aunque se seleccione una estructura lineal para las redes expertas, el espacio es dividido
suavemente gracias a la forma de las salidas de la red de agregsiendcéstas las que entregan la componente de no
linealidad al modelo, permitiendo utilizar arquitectura@snsimples para las redes expertas con salidas lineales en vez de
sigmoidales sin degradar el rendimiento obtenido por el modelo.

Se asume que los datos de entrenamiento son generados de acuerdo al siguiente modelo de probabilidad. Asumiendo que
para unx dado, un experteJ es seleccionado con probabilidB(E;|x,8y) = gj(x,8y). Una saliday es entonces escogida
con probabilidacP(y|x,8;,Z). Por lo tanto, la probabilidad total de geneyatada la entrada es dado por la siguiente
densidad de mezcla, B

= J?

~

y|x Z P 8J|X eO) (y‘X, i’ ) = 1gj (X’QO) (y|X7 j’ ) (5)
i

Lasredes expertasnodelan los distintos procesos que generan los datosredlde agregadin modela la decigin de
utilizar uno de esos diferentes procesos. Cuando el aprendizaje es extremadamente competitivoy Essgidaerada por
un dnico experto. B

Se asume que el conjunto de entrenamigfite { (xV,yV)1N | es generado de la siguiente manera: dada la éiecci
de la entrada, un expertce; es escogido con probabilid&is;|x, 85) (donde el exponente **' distingue los valores de los
patametros reales del modelo). Dada la eléndiel experte; y dada la entrada, se asume que la salida desegdss
generada con probabiliddiy|x, 8j,%;). a

4 Algoritmo de Aprendizaje basado en el gradiente

Para desarrollar un algoritmo con el fin de estimar losup&tros de la arquitectura de una mezcla de expertos, se puede
utilizar el principio de naxima verosimilitud (ML). Esto significa que se deben escoger laanpetros para los éles la
probabilidad del conjunto de entrenamiento dado loamatros (fundén conocida como verosimilitud) esaxima.

Dado un conjunto déN muestras independientes edicamente distribuidasy = {(xV,y")}N | la verosimilitud
correspondiente a una mezclakieomponentes es -

~

g; (x",80)P(y"x". 8}, %)) 6)
1
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El problema de aprendizaje de la arquitectura ME es tratado como un problema de encontrar los estimadores de los
paametrosd,, 6; y Z; que maximicen la funéin de verosimilitud-(®,Y). Como es corn en Estatstica, es ras conve-

niente trabajar con el logaritmo de la verosimilitud que con ella misma. Tomando el logaritmo del prodddertedades

lleva a la siguiente ecudni,

N K
_IntDJZng(X<t)’QO)P(¥ A 1 17 ZangJ L()’ej’z) (7)

donde® = [6,,6,...,6,%1,%2,...,2k] .

Para obtener los pametros de las redes expertas y la red de agr@gael logaritmo de la funén de la verosimilitud
[(®,Y), debe ser maximizada a t&de un proceso de aprendizaje del modelo. En este trabajo el gradiente ascendente es
aplicado a la ecuagn (7).

Como se nomtir anteriormente, la red de agredgates considerada linedl= 6] x, sus salidas son obtenidas luego de

aplicar la funcdn softmax. La distribuéin condicional esP( )X ,GJ,Z )= Wexp{ W(“‘)} Calculando el
TU
gradiente dé =1(©, Y) con respecto §j y W se obtiene que
t
ar = hah g nPyYIXY.8;.%)) ®)
Y 1 _ 4
|
a%j =3(hj" —9g;") 9)

dondeh}t) es definido com® (& |g<(t)7y(t)). Utilizando la regla de Bayes:

P(8j|X P(y \x
¥ P(&i[xV)P(yV)|xt ,.)

Esto sugiere quehﬁt> esh definido como Iprobabilidad a posterioridel expertoj-ésimo, condicionado a la entrada

P(ej|xYyY) = (10)

©'y a la saliday. Similarmente, la probabilidagfjt) puede ser interpretada comoplebabilidad a prioriP(gj[x")) del
expertoj-ésimo dado solamente la entradd. Dada estas definiciones, la ecuac{9) tiene una interpretaui natural de
mover las probabilidades a priori hacia las probabilidades a posteriori.

Un caso especial es una arquitectura en que las redes expertas y la red de@yssgatineales y con densidad de
probabilidad Gaussiana cah= 1. Por lo tanto la ecuagn (8) y (9) nos permiten escribir exptamentelas la regla de
actualizacbn de los paéametros para la red de agregaci{l11):

08, =65 —6f =as(h —g )XV’ (12)
Para las redes expertas (12) se obtiene que:

88, =agh;h(y® —p)x0” (12)
dondea es la rabn de aprendizaje. La expréside la probabilidad a posteriori en el caso Gaussiano viene dada por:

(v - T )
- o exp(— 300 - )T - )

o _dyt)
> exp
hi 9 2y (13)
Esto es una medida de distancia normalizada que refleja las magnitudes relativas de los rg§i)duqiji@s Si los

residuales para el expertpson pequios relativo a los otros, entonde%) es grande. Lohgt) son positivos y su suma por

cadax!) es unogsto implica que la responsabilidad es distribuida entre los expertos en una manera competitiva.



5 Algoritmo de Maxima Expectacbn para el Modelo Mezcla de Expertos

Jacobs et al. en [JJ91] basados en pruebasriemprealizadas en su investigatj revelaron que aunque el enfoque del
gradiente encontraba exitosamente los valores de l@srnedros para problemas particulares, ldrade convergencia no
era mejor que la obtenida utilizando el enfoque del gradiente en redes multicapasbrLasapie el gradiente no paiac
tomar ventaja de la modularidad de la arquitectura.

Un método alternativo al enfoque del gradiente fue propuesto por Jordan y Jacobs en [JJ94], quienes introdujeron
el algoritmo de Mixima Expectaéin (EM) ([DLR77]) para la arquitectura Mezcla de Expertos. Para esta arquitectura el
algoritmo EM desacopla el proceso de estirfhaa@n una manera que ajusta bien con la estructura modular de la arquitectura.

EM esh basado en la idea de resolver una sicede problemas simplificados que son obtenidos por aumentar las
variables observadas originalmente con un conjunto adicional de variables denoreswatatidas.

Un conjunto de datos observaddses aumentado por un conjunigerq, denominado conjunto de variablesrdidaso
escondidasConsiderese el problema dearima verosimilitud para un conjunto datos completqsZ = {Y, Yperd}. Las
variables perdidas se escogen de tal manera que el logaritmo deilmawverosimilitud de lodatos completqsdado por
1c(©,Z) =10gP(Y, Yperd @), es facil de maximizar con respecto@ El modelo de probabilidaB(Y,Yperd|©) debe ser
escogido de tal manera que su distriliucimarginal a traés deY, denominado en este contexto como la verosimilitud de

los datos incompletoss la verosimilitud original
z

P(Y1Q) = v P(Y; Yperd|©)dYperd (14)
perd

Debido a que la verosimilitud es una fuagide las variables aleatorias perdidas, no se puede trabajar directamente con la
verosimilitud de loglatos completosEs necesario promediderqd, €S decir maximizar elalor esperadalel logaritmo de
la verosimilitud de loslatos completoEy,, ,[I0gP(Y: Yperd|©)|Y. ©].

El algoritmo EM es un algoritmo iterativo que consta de dos pasos:

e El paso de expectamn (E) que calcula el valor esperado condicional del logaritmo de la verosimilitud

R
Q@Ie%) ="y P(YperdY,0")I0gP(Z|©)dYperd (15)

donde@® es el valor esperado del vector degraetros en la iteradn k.

e El paso de maximizaon (M) que calcula

0 = argmaxQ(@/e™) (16)
El paso M escoge un valor para el vector degpagtros que aumenta la futniQ, es decir el valor esperado del logaritmo
de la verosimilitud de lodatos completoDempster et al. [DLR77] muestran que una itedaaiel algoritmo EM tami&@n
aumenta el logaritmo de la verosimilitud originaEs decir,

1@ Y v) >1(@%;Y) 17)

Eso quiere decir que la furto de verosimilitud crece moticamente de acuerdo a la secuencias darpairos estimados
generados por el algoritmo EM. La soltnidel paso M puede ser obtenido atiedmente y en aquellos casos en que no
sea posible, samecesario realizar un procedimiento iterativo interno para optimizar Q.

Aunque en la fctica, frecuentemente la solanidel paso M existe en una forma cerrada, existen veces en que no es
factible encontrar el valor d® que maximiza globalmente la furdci Q(O, Q(k)). Para tales situaciones, Dempster et al.
[DLR77], definieron un algoritmo EM generalizado (algoritmo GEM) para @l elipaso M requiere escogef*™V tal
que:

Qe Y ak) > e®,el) (18)

Esto significa escoger ud*tY) que aumenta la fungn Q sobre su valor e® = @), en vez de maximizarlo sobre todo
© € Q. Como se puede ver en [MP01] (semei3.3), la condi@n anterior er©k+Y es suficiente para asegurar que

Le*) > L©eW) (19)



En este caso, la verosimilitud ©, Y) no decrece desps de una iterah GEM, y a§ una secuencia GEM de valores de
verosimilitud debe converger si existe Gmite superior.

Para la arquitectura ME se escogen los datos perdidos como variables aleatorias indMgQ@rzt\s{ygérdj7j =
1,...,K,t=1,...,N} con

t) 1, si y ) es generado por el modejo- esimo
perd; { 0, et.o.c. (20)
y
Z yperd =1, paracadat (21)
Asumiendo que la distribugn de losdatos completoss dada por
P(2|©) = ﬁﬁ[gj (9,80 Py, 8, 7)) (22)
t=1)=

ecuacbn que satisface (14).
De (15) se obtiene que
Q(©IeY)  =Ey,,{InP(Z®)Y,0% }
k
= S5 O Ing; (<) &)+ S () InPy Y XY, 8;,5) (23)
+o A SN R ©) INPYO XY, B, 5k

donde ) t
W) = ElYer Y. 0] = P(j[xV,y)
g; (xV .8 P(yt |x<t> 8 x) (24)
:ziK:lgi( 0,809 Py x0 e(k) )’

dondeP(j|xY,y") denota la probabilidad de que el pa! ,y“ } haya sido generado por el modelo de probabilidad
j —esimo Notar que siempthgk) (t)>0.

La implementadn del paso M bandose en las ecuaciones (5), (4) y (23), es obtenida

k
R = a0 - g xY,80)l g (25)
of T (x ©.8,,55) _
R =sh =gy — £ (0,8, ), (26)
y

R =3Oy -0 - £ (.8, ]y — (<Y, 8.2 Ty E; @7)

Si ‘%'z-—zwl’ =0, se obtiene la actualizam para las matrices de covarianza

i1=2]
k

zg +1>:thlh§k Zt 1 i ()[X(t>—ij(7(>,ej,z )][y - (7 )791,2)] (28)

Asumiendo que el conjunto de entrenamie¥ft@s generado por un modelo de mezcla de expertos, cuandmeto de
muestra es suficientemente grande (relativo a la diraertigy), el espacio dado por Ids vectoresy® — f (xV),8;,5;)]
Z 2 o
seia de dimengin completa con probabilidad Debido a quehﬁk) (t) > 0, cuando el imero de muestrds, es suficiente-
mente grande las matricE%kH) son definidas positivas con probabilidhd
HaC|end(F|e 9<k+1 =0, se obtiene que

APRCAHESK IR S BN
St 0 =g () Y - 1 (x.6,. 7)) =0, (29)



lo que puede ser resuelto edqifamente dado el supuesto de que las redes expertas son lineales

oY = ()¢ (30)

donde ) ’ ;
ol = 5N, )% (=) 1y, (31)

k k k)
R = 3N h¥ 0% (=) T, (32)

Notar queR%k) es invertible con probabilidad uno cuando la muestra deftafiNees suficientemente grande.

Finalmente, consideremos la actualifecparafy. Jordan y Jacobs observaron que la red de ag@gasi una forma
espedica del modelo generalizado, en particular un modelo multinolwggl. Estos modelos pueden ser ajustados eficien-
temente con una variante deétodo de Newton conocido confi@LS [Tor03].

La actualizaddn de los paametros de la red de agredgaties obtenida como sigue. Denotando el vector gradiente en la
iteracbn k como

N K 0¢.
K _ (k) x(® 2j
& = I (1) — gy (x, 86%)] — . (33)
220 ‘ o8y
y la matriz Hessiana en la iteracik como
0. 0T,
)1— t) gy _2i =i 4
;z 0 x 9 (86" 5. 501 (34)
Entonces la actualizamn del IRLS generalizado es dado como sigue
k k K)\—1 (K
85" Y = 83 +yo(REY) el (35)
dondeyy es la rabn de aprendizaje.
En resumen, la actualizari de los paametros del modelo ME es dado como sigue
1. (El paso E) Calculahgk> (t) mediante la ecuatn (24).
(k+ k+1

2. (El paso M) calculag* ™ mediante la ecuabi (28), calculag Y mediante la ecuagn (35),y calculaﬁ
j =1,...,K mediante la ecuaan (30).

6 Estimacibn Robusta de Paametros para Modelo Mezcla de Expertos

La teofia de estimacin de los paametros de un modelo utilizandcéodos robustos, fue desarrollada por Huber [Hub64]
y [ABH72], quien la propuso para estimar de manera robusta wmgdro de localizabih en un contexto no-mixto. En
trabajos posteriores fue extendido al caso multivariado por [Mar76]. Campbell [Cam84) teril-estimadores para
Modelos de Mezcla de densidades finitas, obteniendo un algoritmo tipo EM, pero con uita umgionderadn, la clal

le asignaba a cada pixel una medida de tipicidad.

6.1 M-Estimadores

El proceso de estimami de los paametros de una funin de distribudn, tradicionalmente es realizado usando etado
de los ninimos cuadrados (LS) o bien, eleétodo de raxima verosimilitud (MLE). La clase esféica de funcionales
estadisticos que se estudian en esta tesis son los M-estimadores.

Los M-estimadores fueron propuesto por Huber [Hub64] como una generafiziadi estimador gximo verogmil.

Un M-estimadorTy es definido como la solumn del problema de minimizaan de:

ip(\ﬁ,TN) = n;in! (36)



dondep(y, ©) es una fundn real derivable e®. Equivalentemente se puede definir la estifady como la soludn de
la ecuadbn de estimadin:

N
P(Yi,Tn) =0 (37)
Y
dondey(y,®) = %‘é@). En particular, la elecén dep(y,®) = —I corresponde al estimador MLE.

6.2 Robustificacbn del Algoritmo de Maxima Expectacbn

En esta secon, un nétodo robusto de estimaci de paametros para el modelo Mezcla de Expertos utilizando el algoritmo
EM es introducido. El objetivo final, es obtener los estimadores ML de I@patros del modelo ME, considerando los
datos dipicos, pues podan aportar informaéin valiosa y necesaria, pero limitando su influencia.

En esta secbin se muestra el proceso de robustifibadilel algoritmo de @xima expectadin para mezcla de expertos
denominado REM-ME. El paso de expectat{paso E), dado por la ecuéni(15) que calculaba una fuciQ(0|0™) y

los h§k> (t) para losk expertos es reformulado, robustificando la fana®(©|©+)), al introducir M-estimadores (propuesto
por Huber en [Hub64]), denomémdose esta nueva funaiRQ(©|0). En el paso de maximizami del algoritmo REM-

ME, se debex maximizar la funéin RQ(©|©")) para obtener una estimaai del vector de pametros que sendrcomo

base para que en lag@ima iteracbn se realice una nueva estinfatide este vector, hasta su convergencia.

Como se puede ver experimentalmente en [TSAMO3], cuando los dafos asitaminados el rendimiento de este
algoritmo es considerablemente reduciditsto se debe a los supuestos distribucionales que son realizados. Usualmente
los datos dpicos no pueden ser ajustados por el modelo supuesto y por lo&stetpierde validez. Desafortunadamente,
los datos reales no ést libres de datos iticos. En un modelo ME, bajo resultados éngos, notamos que cuando existe
este tipo de datos, el modelo tiende a tratarlos como nuevas clases, y que por tanto al aumemizmoeli@ expertos, el
modelo adquiere la capacidad de modelarlos, asidale expertos a esos 'casos especiales’. Un primer problema es que
la complejidad del modelo aumenta, y por lo tanto su velocidad de convergenci@mardioi segundo problema es que la
capacidad de modelar los datofatos sef garantizado@o durante el entrenamiento, perdiendo generalidad, debido a
gue no existe garafat acerca del comportamiento distribucional de estos datos en etapas posteriores.

Una solucbn a este problema es la utilizanide neétodos robustos que sean capaces de identificar estos dpiossag
acoten su influencia en la estimawgide los paametros del modelo. El objetivo es no agregar mayor complejidad al modelo
adicionando nuevos expertos para modelar un dato en particular, sino identificarlo, e identificar que mezcla de expertos es
capaz de modelarlo, al menos aproximadameBtgo se logra gracias a la introdusgide una fundn p(In(-)) en cada
experto en vez de la utilizami del logaritmo naturdh(-), de la siguiente manera:

RQe®) =3sN, 5%, h¥t)Ing;(xv,80)+

py [ztllhﬁk) ®)p (INPYYIx".8;,2))) ] 9

dondeh}k> (t) es dado por la ecuani (24). Notese que, la funénp(In(-)) no es aplicado a la red de agregaci

La robustificaddbn es introducida localmente, eso significa que cuando un nuevinpegrpresentado al experto, si el
pation esh alejado de la may@ de los datos que actualmenteaasiodelando, la influencia introducida por este@agn
el paso M sdi limitada sin importar si el experto tiene o no lasralta probabilidad dada por la ecdarc{24). Finalmente
el modelo total sérrobusto por el hecho de ser no sensitivo a las observaciones outliers debido a la contdeuobustez
de cada experto.

El problema es @mo escoger la correcta fudai p(-) para cumplir con la tarea de robustificaei En [HRRS86]
algunas funciones especiales para los M-estimadores son discutidas. El objetivo es ponderar cad@®nlteaaerdo
a la magnitud de la verosimilitud evaluada en la obsebradMuestras con baja verosimilitud tienden a ser tratadas como
datos dipicos y su ponderagn es baja. En particular para problemas de localizgdbs datos que est muy alejados
deben tener un impacto limitado en el algoritmo de estigmadexisten diferentes funciones que pueden ser utilizadas, y en
particular en esta tesis se ha seleccionado laéundé Huber dada por

1 ; 1 2
on(2) = { ZJ|: 5 log(2m) L, siz> 5(—k*—log(2m)) (39)
—k{—2z—log(2m)}2 — 5k e.t.o.c



Oh(2) = { 1 siz> %(7k2f|og(2n)) (40)

k{—2z— |Og(2T[)}_% e.t.o.c

El paso de maximizaéh M calcula:
0¥ = argmaRQ@[0™) (41)

El paso M escoge un valor para el garetro que aumenta la fubei Q; el valor esperado del logaritmo de la verosimilitud
de losdatos completas
La implementadin del paso M, basada en las ecuaciones (5), (4) y (38), es obtenida paraaloeipas de la red de
agregadn:
K 6;.
B2 =3t sl ) — g (xY,80)] 55 (42)
Sea )
W) = w(nP(yYxq),8)) (43)

Para los paéimetros; de las redes expertas se obtiene que:

K K aP(yV[xV 8;.%;)
RO = 5 n O P 0,6, 7)) 1T AT 49

y para los pametrosX; de la redes expertas

K K aP(yV[xV) p; %
O — s n Ol Py 0,6 3;) PLC T (45)
donde -

OP(y"Ix 761’21) 17247, 9Fi() <1, 0

%, —202| o () T = () (46)
Y () |x(®)
ap(y ‘x aQWZ') _ _ 1 _

o T R R FUOR AR TOUAES TO e (@)

donded () = & { (Y = f{(NTE 1YY — () | 0@ = B2y £i() = £(xV.8).

Para obtener las ecuaciones de la actualirade los paametros de la red de agregatiy de las redes expertas, el
método de Newton puede ser utilizado. Si se considera que la dergiglapertenece a la familia exponencial, es decir
0 (2) = (2m)~™?exp{—2z/2}, y espeificamente una densidad Gaussiana, y por otro lado se considera que las redes expertas
son lineales, la actualizani de las matrices de covarianzas es dada por:

= h YRR TO) R TOI (48)
j y j
TP AR
La actualizadn de los paﬁmetrosgj de las redes expertas es dado por
g§k+1) _ (B§k>),1ggk) (49)
donde 0
¢ = s w3z )y, (50)
k) K _
RY = 5N w1 (31) T (51)

La actualizadn de los paametros de la red de agregaies obtenida mediante el algoritmo IRLS generalizado como
sigue:
Q(()k+1> 9( K o a(ng)) 1§ék) (52)



dondeag es la rabn de aprendizaje de la red de agregagi

N K 0¢.
9 _ h ) — g (<, 62 53
@0 t;g[ j ( ) gJ (7 ~0 )]aggk) ( )
y 98 9t
ZZ g;j (X )1 - gj(xV G(k))]a—é:)ﬁ. (54)

En resumen, la actualizaci de los paametros del modelo ME es el siguiente:

1. (Paso E) Calculahﬁk) (t), l]JEk) (t), para cada expertg & 1,...,K), mediante las ecuaciones (24) y (43) respectiva-
mente.

(kD) glkt) (1)

2. (Paso M) Est|maE 6, j= L Ky8 9 ) mediante las ecuaciones (48) (49), (52).

6.3 Robustificacon del Algoritmo de Aprendizaje basado en el Gradiente

Detalles de este algoritmo pueden ser revisados en [Tor03].

En particular, si se considera que las redes expertas y la red de agregaciredes lineales que siguen un modelo
Gaussianoy si se utiliza la furizi softmax para las salidas de la red de agrégaalada por la ecuam (4), entonces la
actualizaobn de los paametros de la red éstlada por la siguiente exprési

O )T (40—
86, = aW(Q)gi ke zexp{ (y wz(x H)}(

AGOiZO(Gi{P(yt)|X( 6) — Yk Py |x), )}X(UT

dondea es la rabn de aprendizaje.

(55)

7 Resultados y Comparaciones

El criterio de Prechelt [Pre94] establece que:

Una evaluadn a un algoritmo es denominada aceptablésta utiliza un rmimo de dos problemas reales y
compara esos resultados con al menos étodo alternativo. Prechelt [Pre94].

Para mostrar el rendimiento que se obtiene al robustificar el algoritmo de aprendizaje basado en el gradiente y el algo-
ritmo EM (REM-ME) se utilizan conjuntos de datos de regiesie dos fuentes: DELVE y PROBENL.

DELVE (Datos para evaluar aprendizaje mediante experimeriiidos) es una coleo@n de conjuntos de datos de
muchas fuentes, un ambiente dentro de I@easilos datos pueden ser usados para medir el rendimiento de los algoritmos
de aprendizaje y un repositorio para los resultados de tales experimentos.

7.1 Experimentos para el Modelo ME en conjunto de datoBoston(DELVE)

El conjunto de datos 'Boston Housing Data’ creada por David Harrison y Daniel Rubinféld.cespuesta d@06muestras,
cada una con trece entradas, compuestak2asributos continuos y un atributo binario representando las caistictas
de los vecindarios en @rea de Boston y una salida, denominada 'atributo clase’, representado el valor promedio de una
casa en esos vecindarios. En [Tor03] se entrega una deéarip@l rango de los atributos de entrada y salida, que son
normalizados entre [-1,1] y luego desnormalizados para ser presentado en las tablas de resultados.

Para todos los experimentos que se realizaron en este trabajo, sé dividnjunto de datos de tafimN en50% de
los datos para el conjunto de entrenamieft8b de los datos para el conjunto de validacy el25% restante de los datos
para el conjunto de prueba.thése que el conjunto de datos originabestdenado sém el vecindario. Los experimentos
realizados fueron:

Debido a que el conjunto de Datos Boston original proviene de diferentes vecindarios de Boston donde las realidades
ecorbmicas y culturales son distintas, es caracterizado como un problema con diferentes fuentes de datos apto para ser



modelado por un modelo ME. Las muestras tomadas para este problema son datos reales ruidosos. Por otro lado, la
presentadn de este conjunto de datos&srdenado por vecindario, lo que introduce una nueva dificultad en el sentido
de que no todas las clases@asigualmente representadas en los subconjuntos de datos (entrenamientopvaluiaeba)
pudiendo incluso haber presencia en un subconjunto y ausencia en otro.

La conjetura realizada en este experimento es que la robustez en los algoritmos de aprendizaje permiten obtener mejores
resultados en los conjuntos de prueba. El faordel conjunto de datos de entrenamiento edxBslatos, lo cual nos entrega
una cota superior para elimero de expertos posibles de incluir en la mezcla, en estel&asgertos.
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Figure 3: Resultados MSE obtenido durante la fase de pruebas versusiehéto de Expertos para el conjunto de datos
Boston y el conjunto de Datos Building2 respectivamente. Notar que para el conjunto de datos BuildingfZcebguna
ampliacbn de tres de los algoritmos, donde el algoritmo MLE por su bajo performance no aparece.

En la figura 3 se muestran los resultados obtenidos para el modelo de Mezcla de Expertos, utilizando los algoritmos
basados en el gradiente, gradiente robusto, el algoritmo EM y REM.

En la Figura 4 se muestran los resultados obtenidos para el conjunto de datos con 2 expertos (ver [Tor03]).

Para este experimento, concluimos que el algoritmo REM presenta mejores resultados, debido a que es insensible a los
datos dfpicos, acotando la influencia que ellos ejercen en lo@patros del modelo ME. Aunque pareciera ser evidente que
el algoritmo RMLE (gradiente robusto) presentase similares resultados, gssigse hace falsa debido a la incapacidad
de este algoritmo de tomar ventaja de la estratifizade los datos de entrada, estratifiéadgjue se produce debido a que
los datos provienen de distintos vecindarios de Boston, donde las realidadessémdgrao son iguales la majade las
veces. En cambio, el algoritmo REM se basa en el algoritmo EM, lo cual le adiciona la facultad de tomar ventaja de la
modularidad del modelo, por lo que easrefectivo cuando los datos provienen de distintas fuentes.

Detalles acerca de otra serie de experimentos realizados sobre esta serie, tales como sobre el conjunto de datos ajustados
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Figure 4:Mezcla de2 expertos Resultados para el conjunto de datos Boston Original utiliz&wekpertos y utilizando 4
algoritmos de aprendizaje diferentes. (arriba-izquierda) Gradiente, (arriba-derecha) Gradiente RObusto. (abajo-izquierda)
Algoritmo EM. (abajo-derecha) Algoritmo REM.




o desordenados, donde tam@vies mostrada la superioridad del algoritmo robusto pueden ser encontrados en [Tor03].

7.2 Experimentos para el Modelo ME en conjunto de dato8uilding2 (PROBENL1)

Consiste de un problema de consumo de éaexg un edificio. Este conjunto de dafsilding2 pertenece a la coledn

de problemas de aproximaci para aprendizaje en Redes Neuron®&)BENI1Pre94]. Se trata de predecir el consumo

de enertp ekctrica, agua caliente y aguédybasado en informaumi acerca delid de la semana, hora débgtemperatura

externa, humedad del aire externa, radingolar y velocidad del viento. Por lo tanto el vector de entrada consiste de 14
atributos y el vector de salida es de diménsB. La muestra proviene de observaciones realizadas durante seis meses (desde
Septiembre a Febrero). Acerca de los datos, observaciones de diversos investigadores, tales como [Pre94] observan que los
requerimientos de agua caliente tienen una fuerte coroglacin la temperatura externa [Tor03].

El tamdio del conjunto de datobl es 4208 patrones, de los cuaki®4patrones fueron utilizados para el conjunto de
entrenamiental 052patrones para el conjunto de validay los1052datos restantes para el conjunto de prueba.

En la figura 3 se muestran los resultados obtenidos para el modelo de Mezcla de Expertos, utilizando los algoritmos
basados en el gradiente, gradiente robusto, el algoritmo EM y REM.

De este experimento se puede inferir que robustificar el algoritmo de aprendizaje, algoritmos RMLE y REM, la com-
plejidad es del modelo ME decrece en cuantolatharo de expertos, y por tanto a la cantidad dé@patros a estimar del
modelo. Esto es claro en la figura 3 donde se observa que para 3 0 10 expertos por ejemplo en el caso del algoritmo REM,
se obtiene un error relativamente similar.

Sedin el test de Pretchel debemos comparar nuestros resultados con al menos un algoritmo alterndsto. Raraos
entrenado unared de tres capas completamente conectadaéibde neuronas de lared en la capa escondida es escogido
emgricamente, bandose en el rendimiento obtenido en el conjunto de prueba. Se utilizan distintas variantes de algoritmos
de aprendizaje y optimizaciones para lograr un modelo ddinita red de tres capas para compararlo con los resultados
obtenidos por el modelo ME con algoritmos de aprendizaje MLE, RMLE, EM y REM.

Para el entrenamiento de la red multicapa se utilizan tétsdos alternativos para el aprendizaje:Algoritmo de apren-
dizaje backpropagation descendiente (GD), Algoritmo de aprendizaje backpropagation descendiente con momento (GDM)
y Algoritmo de aprendizaje backpropagation basado eré¢ébdo Levenberg-Marquardt(LM).

El resumen de los resultados pueden ser apreciados en la tabla 1y 2.

Algoritmo | Entrenamiento | Validacion | Prueba

LM 2,260368 89,390206 | 50,9428
GDM 44,313272 84,339018 | 35,758352
MLE 44,945971 203,195314| 134,599954
RMLE 52,781237 111,285037| 34,943334
EM 9,208113 83,03982 44,594861
REM 12,152561 74,165716 | 25,197388

Table 1:Boston Original Resumen de los resultados obtenidos sobre el conjunto de Datos Boston Original

[ Algoritmo | Entrenamiento [ Validacion | Prueba |
GD 0,007632 0,007555 0,007616
GDM 0,0076 0,0078 0,008
MLE 0,008324 0,008414 0,0086
RMLE 0,003832 0,004323 0,004
EM 0,003380 0,003704 0,003489
REM 0,003225 0,003574 0,003329

Table 2:Building2 Resumen de los resultados obtenidos sobre el conjunto de Datos Building2

En la Figura 5 se muestran los resultados obtenidos para el conjunto de datos con 33 expertos (ver [Tor03]).
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Figure 5: Mezcla de3 expertos Resultados para la prediéci del consumo de agua caliente para el conjunto de datos
Building 2 utilizando3 expertos y utilizando 4 algoritmos de aprendizaje diferentes. (arriba-izquierda) Gradiente, (arriba-
derecha) Gradiente RObusto. (abajo-izquierda) Algoritmo EM. (abajo-derecha) Algoritmo REM.

8 Conclusiones

Al utilizar el modelo Mezcla de Expertos con el algoritmo de aprendizaje robustificado en problemas dérrddmxie
los datos presentaban datogpitos) se lograron mejoras sinificativas @egl test de Prechelt. Los conjuntos de datos
reales que se utilizaron estaban altamente contaminados y al compararlo con las versiones no robustas, tanto el gradiente
robusto y el REM mostraron ser superiores cuando aplicar robustez se justificaba, es decir cuando los datrsdainten
afipicos. La mejora que presenta este algoritmo es significatiémsedest de Prechelt.

Basado en cada una de la biipsis realizadas al comienzo de esta tesis, seuraarlisis de cada una.

Eleccibn del Modelo ME: Bagndonos en el conjunto de datos Boston original, donde los datos acerca del costo prome-
dio de una casa depeaduertemente de @livecindario se estaba interesado, lo cualipsér visto como distintas fuentes
de datos, se mostrque debido a la estratificéci del espacio un modelo ME era ebmadecuado, y en particular la
utilizacion del algoritmo EM que saca ventaja de la modularidad del modeloiehiererror cuaditico medio menor al
presentado por otragd¢nicas alternativas.

Mejoras significativas en los conjuntos de prueba por utilizar algoritmos robustos durante el aprendizajebtesta hip
es verdadera en todos los casos de prueba siempre y cuando los datos presentépidaspsstiecir donde la robustez se
justifica.

Reduccdn del timero de expertos del modelo ME al utilizar algoritmos robustos durante el aprendizaje: esiip
es verdadera. diese que cuando se utiliza algoritmos robustos de aprendizajamelra de expertos necesarios para
alcanzar igual precién que las versiones de los algoritmos no robustos, es mucho menor, debido a que la robustez permite
detectar aquellos datos que sofp@bs y que por lo tanto no reflejan una real tendencia de los datos, entonces el modelo
ME, no los trata como una nueva clase y por tanto no los modela de manera espedaidasaun experto o una mezcla
de expertos nueva sino que los agrupa a una clase de datos similar, que es donde realmente corresponde.

El modelo ME converge al menos un orden de magnitad @pido si se utiliza durante el aprendizaje el algoritmo EM
en vez de un algoritmo basado en el gradiente: esti#dss fue confirmada debido a que el algoritmo EM saca ventaja de
la modularidad del modelo ME, y por lo tanto la validez de estéatkgis es tambn para datos que provienen de distintas
fuentes.



Cuando los conjuntos de datos presentan daipscas, el modelo ME con aprendizaje robusto presaniaejoras
significativas en el rendimiento: siempre que los conjuntos de datos presentenigétos atcontaminados, las versiones
robustas de los algoritmos de aprendizaje son superioredmers las etapas de entrenamiento y validaaino en la de
prueba, siendo estaawm importante debido a que corresponde a un conjunto de datos antes no visto por el sistema.

Gracias a los experimentos realizados en esta tesis, podemos concluir que, el rendimiento del modelo Mezcla de Exper-
tos presentado en [JINH91b], puede ser mejorado si se utilizan algoritmos robustos de aprendizaje. En particular si se utiliza
el algoritmo REM, se obtiene un modelo ME, é@@ida convergencia, insensible a los datgsieds en el sentido que extrae
la informacbn relevante déstos pero acotando su impacto, de alta capacidad de genedalidacante la fase de prueba o
funcionamiento del sistema, sin aumentar la complejidad de la arquitectura, pues puede trabajaliroencetimimo de
expertos necesarios sin degradar su rendimiento. Si se utiliza el algoritmo robusto basado en el gradiente, referido en esta
tesis como RMLE, se obtienen las mismas bondades que para el algoritmo REM, éexieelsi Apidez de convergencia
debido a que los algoritmos basados en el gradiente, tanto robustos como no robustos, no sacan ventaja de la modularidad
del modelo de mezcla.
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