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Resumen

Las légicas modales son reconocidas por combinar buenas propiedades computacionales (e.g. de-
cidibilidad) con un alto poder expresivo. Estas propiedades han sido explotadas con éxito en Com-
putacién; un caso paradigmético lo constituyen las description logics (DLs), una familia de l6gicas
modales utilizadas en la construccién de sistemas de representacion de conocimiento (knowledge
representation systems o KRS). En este tipo de sistemas se puede dar una descripcién conceptual
de un universo junto con una enumeracién de los elementos que lo constituyen, y a partir de ahi,
inferir informacién que no se encuentra declarada en forma explicita. Este tipo de sistemas se utili-
zan, por ejemplo, en Inteligencia Artificial y en Lingiiistica Computacional, y han sido propuestos
como base para el lenguaje de representacién de ontologias que se usaria en la Web Semdntica [4].

Las légicas modales tradicionales, sin embargo, no permiten hacer referencia a elementos parti-
culares del modelo, ni permiten tampoco representar igualdades. La l6gica hibrida H(Q@) es la que se
obtiene al agregar nominales y el operador de satisfaccién @ a la légica modal basica. Los nominales
permiten nombrar elementos del modelo y junto con el operador @ incorporan una nocién débil de
igualdad. A pesar de su mayor poder expresivo, H(@) sigue siendo decidible: de hecho, su compleji-
dad para el problema de la satisfaciblidad es igual al de la l6gica modal basica, PSPACE-completo.

Habitualmente, los demostradores de teoremas para las légicas modales estan basados en al-
goritmos de tableau que, combinados con diversas heuristicas y optimizaciones, muestran buen
comportamiento empirico. Sin embargo, muchas de estas heuristicas no son correctas cuando la
légica incorpora igualdad. Es interesante, entonces, investigar qué sucede con otras familias de
algoritmos.

En [2] se propone un célculo basado en resolucién para H(@). Este célculo, si bien consistente
y completo, carece de las estrategias de orden y seleccién que son parte esencial de los demostra-
dores para légica de primer orden basados en resolucién. Una implementaciéon computacionalmente
realista de un demostrador basado en resolucién requiere de este tipo de estrategias para regular
la generacién desproporcionada de nuevas clausulas y como guia dentro de un espacio de busqueda
extremadamente complejo.

El primer resultado de esta tesis es la definicién de una estrategia de orden y seleccion muy
general para el cdlculo de resolucién propuesto en [2], que preserva completitud refutacional (i.e.,
si bien el espacio de bisqueda disminuye drésticamente, el algoritmo de refutacién sigue siendo
correcto y completo). Como un paso necesario para la demostracién general de completitud, se
presenta un Teorema de Herbrand [11] para la légica H(Q). Este resultado permite reducir el
problema de satisfacibilidad sobre la clase de todos los modelos posibles a la subclase de los modelos
de Herbrand (este es, hasta donde sabemos, el primer resultado de este tipo para légicas modales).

El segundo resultado que la tesis presenta es una demostracion de terminacién para el calculo
propuesto previamente. Tomando ventaja de la generalidad de la demostracién anterior, podemos
modificar el célculo para asegurar terminaciéon dada cualquier entrada. Si bien en [1] se demuestra
que la complejidad del problema de satisfacibilidad para H(@) es PSPACE-completo (y por lo tanto
decidible), nuestra demostracién provee el primer algoritmo computacionalmente realizable.

Por ultimo, los resultados tedricos de esta tesis fueron puestos a prueba en la re-implementacion
del prototipo HyLoRes, un demostrador automético basado en el célculo de [2]. Los tests que presen-
tamos muestran claramente que las estrategias de orden y seleccién también producen una mejora
drastica en un algoritmo de resolucién para légicas hibridas, obteniendo tiempos de computo varios
ordenes de magnitud menores.



1. Introduccion

1.1. Légicas modales e hibridas

Las logicas modales proposicionales fueron propuestas para formalizar conceptos tales como posi-
bilidad, obligacién, conocimiento, etc. Sin embargo, en la década del ’60, trabajos como [12, 13, 14]
mostraron que estas logicas también podian interpretarse usando ciertas estructuras relacionales, hoy
llamadas modelos de Kripke. Estas estructuras se pueden ver como multigrafos dirigidos, donde los
nodos se etiquetan con el conjunto de todas las proposiciones que valen en cada uno. A partir de ese
momento, se amplié considerablemente el campo de aplicacién de las l6gicas modales; en particular se
encontré que eran de gran utilidad en diversas disciplinas de Computacién.

La ventaja de las logicas modales en este terreno sobre otras légicas cldsicas estd en que presentan
un poder expresivo relativamente alto, sin perder decidibilidad: el problema de determinar si una
féormula de la 16gica modal bésica es wvdlida (o, dualmente, satisfacible) es PSPACE-completo. Si bien
con esta complejidad de peor caso este problema cae dentro de los denominados intratables, pruebas
empiricas muestran que para un nimero importante de instancias de utilidad practica, demostradores
automaticos pueden dar una respuesta en tiempos razonables.

A pesar de su alto poder expresivo, las logicas modales tradicionales presentan algunas limitaciones
importantes, e.g. no permiten hacer referencia explicita a elementos concretos del dominio ni hablar de
igualdad entre elementos. Las ldgicas hibridas son una familia de extensiones de la l6gica modal clasica
que intentan resolver esta limitacién mediante la introduccién de nominales y operadores modales
especiales.

Intuitivamente, un nominal es un nombre inico para un elemento del modelo. Desde un punto de
vista sintactico, un nominal es similar a un simbolo de proposicién, y puede ser usado en cualquier
contexto donde éste sea aceptable. Por ejemplo, si ¢ y j son nominales, y p es un simbolo de proposicién,
podemos escribir férmulas como i A p A (r)(p A [r]7). En este trabajo consideraremos la légica hibrida
béasica H(@), que extiende a la 16gica modal basica con nominales y el operador de satisfacciéon @, el
cual permite evaluar una férmula en un elemento particular del modelo.

Formalmente, el conjunto de férmulas de la 16gica H(@) se define en relacién a una signatura
(PROP,NOM, REL), donde PROP, NOM, REL son conjuntos no vacios, infinitos numerables y disjuntos
dos a dos. PROP es el conjunto de simbolos de proposicién, NOM el conjunto de nominales y REL define
el conjunto de modalidades. ATOM = PROP U NOM es el conjunto de simbolos atémicos. Dada una
signatura § = (PROP,NOM, REL) el conjunto de H(@)-férmulas sobre S se define inductivamente
como H(Q) =a | ~¢ | p A¢'| Q| (r)p, donde a € ATOM, n € NOM, r € REL y ¢, ¢’ € H(Q@). Los
demads operadores (V, —, [ ], etc.) se definen en la forma usual; en particular [r|p = —(r)—p.

Definicién 1.1. Un modelo hibrido es una estructura M = (W,{R;},,ereL, V) donde
W  es un conjunto no vacio
R; CW x W es una relacién binaria para cada r; € REL
V(p;) €W para cada p; € PROP
V(n;) = {w;} CW para cada n; € NOM

Definicién 1.2. Dado un modelo hibrido M = (W,{R;},,creL, V) , la relacién de satisfacibilidad
M,w = ¢ (con w € W) se lee “el modelo M satisface la férmula ¢ en w” y se define inductivamente
de la siguiente forma:
M,wkEa;, sii weV(a),a € ATOM
MwE-¢ sii Mwlpe
MawE@i ANps sii MwlE @y M,w = ¢
M,w E (ri)p sii  existe w’ € W tal que R;(w,w’) y M,w' = ¢
M,wEQ,¢ sii Muw ¢, conw €V(n).



De lo definicién anterior, se desprende trivialmente que

M,w = [ri]p sii  para todo w' € W tal que R;(w,w') y M,w' |= ¢

La logica H(@), a través de férmulas de la forma @; j, donde i y j son nominales, introduce una nocién
débil de igualdad! que no tiene la légica modal bésica y es, por lo tanto, mas expresiva que ésta. Sin
embargo, es sabido que su problema de satisfacibilidad sigue siendo PSPACE-completo [1].

1.2. El célculo de resolucién para H(Q)

Las implementaciones maés exitosas de demostradores de teoremas para légicas modales estdn ba-
sados en el método de tableaux. Los buenos resultados obtenidos hasta el momento se apoyan en el
uso de un numero importante de heuristicas y refinamientos. Sin embargo, muchas de estas heuristi-
cas dejan de funcionar cuando la logica subyacente incluye alguna forma de igualdad. Al introducir
nominales, la performance de los demostradores basados en tableaux baja considerablemente.

En este escenario, tiene sentido investigar qué sucede con otras familias de algoritmos. En particular,
es interesante analizar el método de resolucion que ha dado los mejores resultados en demostradores
de teoremas para la légica de primer orden con igualdad.

En primer término repasaremos el método de resolucién para la légica de primer orden; a conti-
nuacién presentamos un célculo de resolucién para H(Q) propuesto en [2]. Finalmente mostramos las
limitaciones de dicho célculo, que son la motivacion de esta tesis.

1.2.1. Resolucién para légica de primer orden

El cdlculo de resolucion para l6gica de primer orden fue propuesto por Robinson [18] a mediados de la
década del ’60 y es hoy la base de la gran mayoria de los demostradores automaticos para esta légica.
Para presentar el calculo, utilizaremos la terminologia estandar:

Definicion 1.3. Los términos de primer orden se definen en forma inductiva: las variables son térmi-

nos, y si ty,...,t, son términos y f es un simbolo de funcién de aridad n, entonces f(ti,...,t,) es
un término. Dado un simbolo de relacién R de aridad n, y t1,...,t,, términos de primer orden, se
dice que R(t1,...,t,) es un dtomo. Finalmente si X es un dtomo, se dice que tanto X como —X son

literales. Una cldusula de primer orden es un conjunto de literales; las clausulas se interpretan como
la disyuncién de los literales que la conforman.

En resolucién se opera sobre un conjunto de clausulas, que se interpreta como la conjuncién de todas
las clausulas. Para obtener esta representacion, las férmulas de entrada del calculo deben ser pasadas a
forma prenexa, skolemnizadas (reemplazar cada variable cuantificada existencialmente por un término)
y expresadas en forma normal disyuntiva. El calculo consiste, basicamente, en la saturacion del conjunto
de cldusulas por medio de una regla de inferencia, y una regla de factorizacién:

C1U{p} CyU{-} CU{p, v}
(CLUCy)o (CU{p})o

(RES) (FACT)

donde o es el unificador més general de los dtomos ¢ y 1 [6]. Ambas reglas se interpretan de la siguiente
forma: si se encuentran clausulas como las de la premisa, se debe agregar una clausula como la que
indica la conclusién al conjunto de clausulas.

Es facil convencerse de que la regla de resolucién es consistente: si suponemos que C7 U {p} y
Cy U {—9} son verdaderas, y sabemos que @o y =)o no pueden ser simultdneamente verdaderas (ya

1 Débil en cuanto siempre debe participar al menos una constante.



que po = o), entonces debemos concluir que o bien C; o bien Cy es verdadera, con lo cual C; U Co
también debe serlo. La consistencia de la regla de factorizacién es aun mas evidente; ésta es necesaria
para garantizar la completitud del calculo en légica de primer orden. No es necesaria, por ejemplo, en
una version proposicional del célculo.

Sea N un conjunto de clausulas, y sea N* el conjunto que se obtiene al saturar N con las reglas de
resolucién y factorizacién; se puede demostrar que si N no es satisfacible (i.e. no existe un modelo que
satisfaga todas las cldusulas), entonces N* contiene la cldusula vacia [6]. El cdlculo de resolucién como
algoritmo para determinar la satisfacibilidad de una férmula de la légica de primer orden ¢ consiste,
entonces, en partir del conjunto inicial de clausulas asociadas a ¢, obtener su saturacion con respecto
a las reglas de resolucion y factorizacién, y comprobar si este conjunto saturado contiene la cldusula
vacia. De hecho, en este algoritmo no es necesario continuar con la saturacién del conjunto una vez
que se genera la clausula vacia.

Es interesante notar que mientras que el peor caso del método de tableau se da cuando la férmula
de entrada es insatisfacible (ya que es necesario cerrar todas las ramas del arbol), el peor caso del
calculo de resolucién se presenta cuando la férmula de entrada es satisfacible, ya que en este caso
debemos obtener la saturacion completa del conjunto de clausulas.

1.2.2. El cédlculo de resoluciéon hibrido

En [2] se propone un cédlculo basado en resolucién que puede ser usado sobre H(@). La versién que
aqui presentaremos del calculo trabaja con férmulas en forma normal negativa, es decir, sélo es posible
aplicar el operador de negacién sobre dtomos. Esto significa que tanto V como [-] serdn simbolos
Primitivos.

Definicién 1.4. Sea una signatura § = (PROP,NOM, REL), definimos inductivamente el conjunto
HNNE(@) como:
HNE(@) i=al-al oV [one | (e e Qe

donde a € PROPUNOM, r € REL, i € NOM y ¢, ¢’ € HVNF(@). Ademés, a las férmulas de la forma
@; ¢ las llamaremos formulas-@.

Al igual que el cdlculo de resolucién para légica de primer orden, el calculo de resoluciéon hibrido
trabaja con conjuntos de cldusulas. Una clausula, en este contexto, es un conjunto de férmulas-Q
arbitrarias pertenecientes a HNV¥(@). Aqui también, una cldusula representa una disyuncién, pero
no hay ninguna otra restriccién en cuanto a la forma que deben tener las formulas; son las propias
reglas del calculo las que se encargan de armar clausulas con formulas cada vez més simples. Vale notar
que considerar sélo férmulas-Q en las clausulas no es una restricciéon en términos de satisfaccién: una
formula ¢ es satisfacible, si y sélo si para cualquier nominal ¢ que no aparezca en ¢, @; ¢ lo es.

Dada una férmula ¢ € HN¥NF (@), llamamos ClSet(¢) = {{Q@; ¢}}, donde ¢ es un nominal que no
aparece en ¢. Podemos ahora definir ClSet*(¢) — el conjunto saturado de cldusulas correspondiente a ¢
— como el menor conjunto que incluye a ClSet(y) y que estd clausurado bajo las reglas de la Figura 1.

Podemos agrupar las reglas del calculo de acuerdo a la funcién que cumplen. Las reglas (A), (V) y
(@) se encargan de simplificar las férmulas. La regla ((r)) es un paso de skolemnizacién mediante el
cual se asigna explicitamente un nombre (un nominal nuevo) a un elemento del modelo previamente
cuantificado existencialmente (por medio de un diamante). La regla (RES) es el equivalente de la regla
de resolucién para légica de primer orden, mientras que la regla ([r]) codifica una unificacién no trivial
y un paso de resolucién. Finalmente, las reglas (SYM), (REF) y (PARAM) son el equivalente del
conjunto estandar de reglas para manejar igualdad en resolucién para légica de primer orden [5].

La construccién de ClSet*(p) es un algoritmo correcto y completo para verificar la satisfacibili-
dad de féormulas de HYNF(@): ¢ es insatisfacible si y sélo si la clausula vacia {} es un elemento



Clu{Q; (¢1 A p2)} ClU{Q; (o1 V p2)} clu{Q,Q, ¢}
e SR ey NG IV (TP S o VR (0
ClU{Q; 2}
Cliu{Q@, o} ClaUu{@Q;—p}
(RES) ClLUuCly
Clyu{@, [rlp} ClyU{@, (r)s} Clu{Q, (r)e}
([ Clh UCh U@, o} ((r)) 10 (@ (ryn} para un n nuevo
clu{@, ¢}
clu{a, s} clu{@, -t} CLu{@ s} ClyU{p(s)
SYM) - &ofa, . RED Ci (PARAM) o 0, U Tots )}

Figura 1: Reglas de resolucién para H(Q@)

de CiSet*(¢). Sin embargo, ClSet*(p) puede ser un conjunto infinito, por lo tanto, existen férmulas
cuya satisfacibilidad este algoritmo no puede decidir en un nimero finito de pasos. En la Seccién 3
investigamos cémo convertir este cdlculo en un método de decisién para H(Q@).

1.2.3. Resolucion con orden y seleccion

El célculo de resolucién para légica de primer orden, tal como fue presentado en la Seccién 1.2.1, es
refutacionalmente completo; es decir, se puede mostrar que dado un conjunto insatisfacible de clausulas,
el conjunto que se obtiene al saturarlo respecto a la regla de resolucién contiene la cldusula vacia [6].
A pesar de ello, no es viable construir demostradores en base a la aplicacién directa de estas reglas.

El problema surge de la combinacién de dos hechos facilmente verificables: por un lado, el calculo
permite derivar clausulas redundantes; por el otro, dado un conjunto de clausulas C, si decimos que
d(C) representa el conjunto de todas las cldusulas que se pueden derivar de la aplicacién de la regla de
resolucién exclusivamente sobre cldusulas que aparecen en C', entonces el tamano de d(C') puede crecer
de manera exponencial conforme aumenta el nimero de clausulas de C. Veamos un ejemplo simple de
esto.

Ejemplo 1. Supongamos que N es un conjunto satisfacible de clausulas formado por:
Cy = {ﬁp(l‘)vﬁs(l‘)}
Cy = {~P(x),S(x)}

Cs = {P(x),Q(z), ~R(x)}
Ca ={-Q(x),S(x)}

El siguiente es parte del conjunto de clausulas que el demostrador deberia generar a partir de IV:

Cs={-P(x)} (Cy, Cusando (RES))
Co={Q(x), ~R(x),~S(z)} (Cs,Ch K )
Cr={Q(z), ~R(x), S(x)} (C3,Cy ” )
Cs={-P(z), ~Q(x)} (Cy,Cy ” )
Co={P(z), ~R(x), S(x)} (C3,C4 ? )
Cio={Q(z), ~R(z)} (C5,C3 ? )
Cu={-P(z),Q(z),~R(z)}  (C2,Cs ? )
Cre={~R(z),5(x),~S(z)}  (Cs,Cy 7 )
Cis={P(2), ~Q(z),~R(z)}  (C4,Co ? )
Cr1a=Cn (Cr7,Cy K )
C15=C12 (Cr,Cy K )



CIGECIO (C77 CG K )
C17=C13 (C3,Cs K )
Cis={P(z),~P(z),~R(z)}  (C3,C3 7 )
Cr9={—P(x),-R(z),~S(x)} (Cs,Cs ” )

(C7,Cs 7 )

Co0={-P(z),~R(z),S(z)}

Notemos que C3 resuelve con C eliminando Q(z) para generar Cy y con Cy para generar C5 eliminando
P(x). Lo que se debe observar es que esta tltima cldusula es redundante: el objetivo de un demostrador
basado en resolucion es lograr derivar la clausula vacia; si suponemos que C's puede participar en una
derivacion de la clausula vacia, concluiremos que debemos ser capaces de eliminar todos los literales que
aparecen en C3. Ahora bien, en C4 ya habiamos logrado eliminar Q(z), con lo cual convendria intentar
eliminar P(x) de esta cldusula como se hace al generar C7; generar C5 (6 Cp) resulta redundante. Se
puede ver con claridad en este ejemplo cémo las clausulas redundantes pueden contribuir al rapido
crecimiento del conjunto de clausulas que el demostrador debe manejar.

El mecanismo estdndar para controlar la generacién de clausulas en resolucién para légica de primer
orden es el llamado resolucidn con orden y seleccion [6]. La idea general es establecer condiciones bajo
las cuédles sea seguro elegir un literal de cada clausula de forma tal que se acepte que la clausula sea
premisa de un paso de inferencia sélo si es para eliminar dicho literal.

En el contexto de resolucién para logica de primer orden, decimos que una funcion de seleccion
es una funcién que asigna a cada clausula C un conjunto vacio o un conjunto unitario con un literal
negativo de C'. Dada una funcion de seleccion S y cierta relacién de orden entre literales >, el calculo
de resolucion para légica de primer orden con orden y seleccion se define mediante la regla

Ciu{p} CouU{-w}
(01 U CQ)O'

(RES-0S)

tal que
1. o es el unificador més general de los d4tomos ¢ y ¥
2. S(CLU{p}) ={} y po = ¢ para todo ¢’ € Co
3. S(Cou{—v}) = {9} obien S(Co U{—}) ={} y o = ¢’ para todo ¢ € Cyo

Se puede demostrar que el cdlculo de resolucién con orden y seleccién (que incluye la regla de factori-
zacién) es refutacionalmente completo para la logica de primer orden cuando se usa un orden > con
las propiedades adecuadas [6].

Ejemplo 2. A modo de ejemplo, veamos en cudntos pasos llegamos a un conjunto saturado partiendo
del mismo conjunto inicial del Ejemplo 1, suponiendo —S(x) = S(z) = —R(z) = R(z) = —Q(x) =
Q(x) = —~P(z) » P(x) y una funcién de seleccién tal que S(C) = {} para todo C. En todos los casos,
la férmula maximal de la clausula es la que aparece maés a la izquierda.

Ci={-P(z)} (Cs, Cy usando (RES))
Ct={-P(z),-Q(z)} (Cy,C; usando (RES))

Ninguna otra cldusula puede generarse y el conjunto estd saturado.

El Ejemplo 2 muestra en forma elocuente la importancia de contar con un mecanismo de regulacién
basado en orden y seleccidn si se desea construir un demostrador basado en algtin calculo de resolucion.
El célculo de resolucién hibrida presentado en la Figura 1 no escapa a este problema. Sin embargo,
hasta el momento no se contaba con un mecanismo apropiado de orden y seleccién para el mismo.

En la Seccién 2 proponemos una forma de incorporar orden y seleccién al calculo de resolucion
hibrida y demostramos que con esta extensién se conserva la completitud refutacional.



2. Resolucion hibrida con orden y seleccién

En esta seccién veremos cémo logramos incorporar al cdlculo de la Figura 1 estrategias de orden
y seleccién como las presentadas en la Seccion 1.2.3. Comenzaremos, por dar un tipo especial de
orden para férmulas de HNVNF (@) que nos permite garantizar que el célculo de resolucién con orden
y seleccién que luego proponemos es refutacionalmente completo. La demostracién de este hecho es
similar, aunque més compleja, a la estandar para el caso de resolucién para légica de primer de
orden [6]. Esta demostracién requiere una nocién adecuada de modelo de Herbrand, que presentaremos,
previamente, en la Seccién 2.3.

2.1. Relaciones de orden entre férmulas

Se llama orden a cualquier relacién transitiva e irreflexiva, y se dice que un orden > es total cuando
para cualquier par de elementos x e y, si x # y, entonces x > y o y > x. Un orden > estd bien fundado
cuando no es posible dar con una cadena infinita x1 > xs = x3.... Algunos érdenes entre férmulas son
particularmente importantes:

Definicién 2.1. Si con @[], indicamos que la férmula 1 es una subférmula de ¢ que aparece en
posicion p, entonces podemos decir que un orden > entre férmulas tiene la propiedad de subférmulas
si p[Y]p = 1 cuando ¢ # 1, y que es un orden de reescritura si pi1], = @[2]p sii Y1 > 2. Un orden
de reduccion es un orden de reescritura bien fundado; y si ademas tiene la propiedad de subférmulas
se lo llama orden de simplificacion.

Un método estandar para construir érdenes con estas propiedades es usando el llamado lexicographic
path ordering (1po).

Definicién 2.2 (Lexicographic Path Ordering). Dado un dlfabeto ¥ donde cada simbolo tiene
asociada una aridad, y dado un orden > entre los elementos de ¥ al que llamaremos precedencia, se
define >, €l lexicographic path ordering (lpo) entre términos de ¥* como sigue.
Sean ¢ = 01(p1...¢m) ¥y ¥ = 02(¢1...4¢yp), n,m > 0 dos términos de ¥*; diremos que ¢ >, ¥ si

y solo si:

1. 01> 02y ¢ =ipo Vi, para todo i tal que 1 <7 < n; ¢

2. 01 =02 y para alguin j se cumple, (¢1...¢j-1) = (V1 ... ¥j-1), ©j =ipo ¥j ¥ © >ipo Yk Para

todo k tal que j <k <n;é
3. ©j Zipo ¥ para algtn j tal que 1 < j < m.

Si la precedencia - es bien fundada (total), entonces >;,, es un orden de simplificacién (total) (ver,
por ejemplo, [8]). La siguiente es una forma de construir, dado un orden total y bien fundado entre
férmulas, un orden total y bien fundado entre clausulas (conjuntos finitos de férmulas):

Definicion 2.3. Dado > un orden entre férmulas, se define >, su extension para clausulas, como la
relacién que cumple: C7 ¢y Co siy s6lo si C; € Co y para toda o tal que o € Cy v @9 & (1 existe
¢1 € C1 tal que 1 & Ca y @1 > @a.

De aqui en mas, salvo que se indique lo contrario, usaremos el mismo simbolo para una relacién de
orden entre formulas y la extensién para cldusulas de dicho orden.

2.2. Un orden admisible para H(Q)

En el contexto de los sistemas de resolucion se llama admisible a un orden entre férmulas que garantiza
que un céalculo con orden y seleccién conserva la completitud refutacional. En esta seccién presentare-
mos un tipo de orden sobre H(@) que nos permite definir un calculo completo con orden y seleccién ba-
sado en el calculo hibrido. De aqui en mas, salvo que se aclare lo contrario, trabajaremos tinicamente con



férmulas bien formadas de HYVF(@). En este contexto, dado que definiremos un orden basado en Ipo,
nos resultars conveniente considerar a @, () y [] como operadores binarios: Q(-,-) : HNNF(@)x NOM —
HVNE(@)2 ()(-,-) : REL x HVNF(@) — HNVNE(@), [](-,+) : REL x HNNF(@) — HVYNF(@), por més
que usemos la notacién estandar Q,, ¢, (r)p y [r]p.

Definicion 2.4. Un orden > es admisible si cumple simultaneamente con estas condiciones, para todo
€ HVNF(@):

Al) es un orden de simplificacién total

A2) ¢ =i para todo ¢ € NOM y todo i € NOM

A3) si ¢ > 1), entonces @Q; p > @; 1, para todo 7,7 € NOM

A4) si (r)i es una subférmula propia de ¢ con i € NOM, entonces ¢ = (r)j para todo nominal j
A5)  [r]i = (r)j, para todo i,7 € NOM

La condicién A2 pide que un nominal sea menor que cualquier férmula que no sea otro nominal, A3
pide que el operador @ no afecte al orden entre féormulas, A4 introduce una nocién muy débil de
complejidad estructural y Ab prioriza a [| por sobre ().

Es importante observar que si > cumple con las condiciones de la Definicién 2.4, entonces i > j si
y s6lo si @; ¢ = @; j para todo par de nominales 7 y j. Esto significa que un orden admisible ordena
en forma coherente las igualdades.

Debemos mostrar que las condiciones de la Definiciéon 2.4 no son demasiado restrictivas. Para ello
construimos un orden concreto que cumple con las condiciones pedidas. Nos basamos en el orden
presentado en la Definicién 2.2, aplicado sobre el alfabeto ¥ = PROPUNOMURELU {—, A, V, @, (), ]}
(notar que HVNF(@) ¢ x%).

Definicién 2.5. Dada una signatura (PROP, NOM, REL) con PROP = {P; | i € IN}, NOM = {N; | i €
IN} v REL = {R; | i € IN}, definimos la relacién > C ¥ x ¥ como la clausura transitiva del conjunto:

{(@, =), (= A), (A V) (v D, (0,0 U
{(<>7Rz)7 Ri7pj)7(Pj7Nk) ]z’,j,ke]N} U
{(Ri, R;), (B, Pj), (Ni, Nj) | i > j}

Por definicién, > es total, irreflexiva y estd bien fundada. Sea >, el orden lexicogréfico sobre ¥*
que usa > como precedencia. De acuerdo a lo que hemos visto, >;,, es un orden de simplificacién
total. Finalmente, definimos >} como el orden que verifica ¢ >5, ¥ si y sélo si size(p) > size(1)),
6 size(p) = size(Y) y @ =ipo ¥, donde size(p) es la complejidad (en cuanto a cantidad de operadores)
de .

Proposicion 1. >j es un orden admisible.

Es interesante observar que no es posible construir un orden admisible usando wunicamente lpo. Basta
con ver que no se puede encontrar una manera de garantizar ()(r’, ()(r,4)) >y ()(r,7) cuando r =, 7
Y J =ipo ©, lo cual viola A4.

En lo que resta, usaremos > para referirnos a algun orden admisible salvo que se indique especifi-
camente lo contrario.

2.3. Un Teorema de Herbrand para H(Q)

Como ya mencionamos, la demostracion estdandar de completitud refutacional del calculo de resolu-
cién para légica de primer orden utiliza modelos de Herbrand. Como parte de la adaptacion de esta

2El orden de los pardmetros de este operador ha sido cuidadosamente elegido para simplificar la Definicién 2.5 y la
subsecuente demostracién de la Proposicién 1.



demostracién al caso H (@), fue necesario previamente dar con un resultado andlogo al Teorema de
Herbrand para esta logica. En esta seccion comenzamos por repasar el Teorema de Herbrand clasico
para luego presentar este resultado para el caso H(@).

Dada una signatura de primer orden (sin igualdad) S = (FUNC, REL), un modelo de Herbrand [11]
para S se define como la interpretacion I = (D,-I) donde D es el conjunto de términos de S, t! = ¢
para todo término ¢, y RY C D™ para todo sfmbolo de relacién R de aridad n.

Es decir, todos los modelos de Herbrand tienen el mismo dominio e interpretan los términos de la
misma manera; la inica variacion estd en la forma en que interpretan los simbolos de REL. Notar que
podemos identificar un modelo de Herbrand con el conjunto de literales positivos que son verdaderos
en el modelo. La importancia de los modelos de Herbrand estd dada por el siguiente teorema:

Teorema 2 (Teorema de Herbrand). Una teoria de primer orden T sobre la signatura S =
(FUNC, REL) tiene un modelo si y sdlo si tiene un modelo de Herbrand sobre la signatura S' =
(FUNCU FUNC, REL), donde FUNC es un conjunto infinito numerable disjunto de FUNC.

El Teorema 2 asegura que para determinar la satisfacibilidad de una teoria de primer orden, alcanza
con considerar solamente los posibles modelos de Herbrand (formulaciones alternativas de este teorema
en [7]). Para extender este teorema a la 16gica H(@) empezamos por definir la nocién apropiada de
literal positivo.

Definicién 2.6. Dada una signatura hibrida S = (PROP,NOM, REL), definimos LIT-P, el conjunto
de literales positivos de H(@Q) sobre S, como aquel formado por las férmulas de la forma @; j, @Q; p, y
@; (r)j, donde i,7 € NOM, p € PROP y r € REL.

Definicién 2.7. Sea S = (PROP,NOM, REL) una signatura hibrida dada. Un modelo de Herbrand
hibrido para H(Q) en S es un conjunto I C LIT-P.

Como anteriormente, identificamos un modelo de Herbrand con un conjunto de literales positivos que
el modelo satisface y que define univocamente un determinado modelo hibrido. Dado I un modelo
de Herbrand, sea ~; (la relacion de equivalencia inducida por I) la minima relacién de equivalencia
que extiende el conjunto {(i,7) | @;j € I} U{(¢,i) | i € NOM}. Definimos ahora el modelo hibrido
univocamente determinado por I como la estructura (W7 {rf} V1) donde

wl = NOM/.,

rf = {(U][K]) | Q; (ri)k € I}
Vip) = {lj]1@;pel}pePROP
VIGE) = {[i]},i € NOM.

donde NOM/ ., es el conjunto de clases de equivalencia definido por ~; sobre NOM y [i] es la clase de
equivalencia asociada a i por ~j. De ahora en mas no diferenciaremos entre un modelo de Herbrand
hibrido I y su modelo asociado; y diremos, por ejemplo, que una férmula @;p es valida en I, cuando
el modelo asociado la satisfaga (siempre nos referiremos a férmulas de la forma @;p para que no sea
necesaria la referencia a un punto de evaluacién en el modelo).

El modelo asociado a I es mas complejo que el que definimos para una signatura de primer orden
porque H(@) contiene igualdad y necesitamos entonces particionar el dominio bajo la relacién de
identidad definida por I. Podemos ahora enunciar el equivalente al Teorema, 2.

Teorema 3. Dado T, un conjunto de formulas-@Q en H(Q) en la signatura S = (PROP, NOM, REL),
T tiene un modelo hibrido si y sélo si tiene un modelo de Herbrand hibrido sobre la signatura S’ =
(PROP, NOM U NOM', REL) donde NOM' es disjunto de NOM, infinito y numerable.



2.4. Resolucién para HVV¥ (@) con orden y seleccién

En resolucién para légica de primer orden, una funcién de seleccion puede elegir una férmula de una
clausula, con la condicién de que sea un literal negativo. Si bien en HVV¥(@) no contamos con una
nocion de literal que sea directamente aplicable, utilizaremos el complemento de la nocién de literales
positivos de la Definicién 2.7.

Definicion 2.8. Diremos que S es una funcion de seleccion si y sélo si, para cualquier clausula C' se

cumple S(C) € C, [S(C)| <1y S(C)NLIT-P =0

Lo que esta definicién nos dice es que una funcién de seleccién elige a lo sumo una féormula de cada
cldusula, y que aquello que seleccione no puede ser un literal positivo. La Figura 2 contiene las reglas
para el cdlculo. En ella se asume que S(C) es una funcién de seleccién y que > es un orden admisible
(ver Definicién 2.4). La premisa principal de cada regla es siempre la que aparece més a la derecha.

Clu{Q; (p1 A o)} Clu{Q@; (1 Vpa)}

N
(") ClU{Q; ¢} V) ClUu{Q;p1,Q; 2}
Cclu {@t (pg}
Clyu {@t QD} Cla U {@t ﬁsp}
(RES) CliuCly
Clyu{Q; (r)s} ClyU{Q;[r]e} Clu{Q@, (r)¢} para un n nuevo
(IrD) () NOM
CliUCly U{Q, o} clu{Q,(r\n} ye#¢
clu{Q, ¢}
Cclu {@t @5 QD} Cclu {@t ﬁt}
(@) Frote,er  (REP) Ci
CZU{@St} CllLJ{@st} CZQU{(,D(S)} si sty
YM) ——— i PARAM
(SYM) &5 (@s) 107 (PARAM) CliuCl U{p(s/t)}  w(s) = @yt
Restricciones:
» Si C = C" U {¢} es la premisa principal, entonces o bien S(C) = {¢} o, en caso contrario,

SC) =0y {p} -
» Si D= D"U{4} es la premisa auxiliar, entonces {¢p} = D'y S(D) =0

(tanto ¢ como 1 representan la férmula que participa en la inferencia)

Figura 2: Reglas de resolucién para HVVF (@) con orden y seleccién

Como se puede ver, la Figura 2 difiere de la Figura 1 sélo en el agregado de algunas restricciones
tanto locales (reglas ((r)), (SYM) y (PARAM)) como generales. De acuerdo a estas ultimas restriccio-
nes, en cada cldusula existe siempre una unica férmula que puede participar en alguna inferencia. Nos
referiremos a ella como la férmula distinguida (para > y S) de una cldusula y la notaremos distg (C).

Definicién 2.9. Dados un orden admisible > y una funcién de seleccién S, definimos maz™ (C') como la
férmula maximal (respecto a >-) de C, y distg (C) como la funcién tal que distg (C) = ¢ si S(C) = {¢}
0si S(C) =0y maz~(C) = .

Se demuestra que un orden admisible garantiza que toda clausula producto de una inferencia es menor
que la cldusula principal que se utilizé en la aplicacién de la regla.

Proposicion 4. Si C es la premisa principal de una inferencia que tiene a D como uno de sus
consecuentes, entonces C = D.



La de demostracién de completitud refutacional estd basada en la que se da en [6] para el caso de
resolucién para logica de primer orden. Esencialmente, damos un mecanismo para construir un modelo
de Herbrand a partir de un conjunto arbitrario (y potencialmente infinito) de clausulas, de forma tal
que si la menor de las cldusulas no es verdadera en este modelo, entonces el calculo permita derivar
una nueva cldusula, menor que la anterior, y que tampoco sea satisfecha por el modelo.

De aqui podremos concluir que en un conjunto clausurado respecto a la aplicacién de las reglas, o
bien este mecanismo nos provee un modelo que lo satisface, o bien, usando la Proposicion 4, la clausula
vacia pertenece a este conjunto. Por esta razén, a estos modelos los llamamos modelos tentativos.

La definicién de modelo tentativo que damos a continuacién es més compleja que la utilizada en [6]
ya que aquella estaba dada para el caso de l6gica de primer orden sin igualdad, mientras que en H(@)
tenemos que tomar en cuenta las igualdades de la forma @; j (con i y j nominales).

Definicion 2.10. Dada I, una interpretacién de Herbrand hibrida, definimos la sustitucién de nomi-
nales por nominales o7 = {i — jl|i ~r j A (Vk)(k ~1 7 — k > j)}, que sustituye cada nominal por el
menor nominal de su clase, el cual se toma como representante. Donde no hay ambigiiedades, usaremos
o en lugar de o7y.

Definicién 2.11. Dada una signatura hibrida S = (PROP,NOM, REL), definimos SIMP, el conjunto
de formulas simples de HVNF (@) sobre S (i.e. las que no pueden ser simplificadas por las reglas (A),

(V), ({r)) o (SYM)) como aquel formado por las férmulas de la forma @; j (con i > j), @;p, @; —a,
@; (r)j vy @; [r]e, donde i,j € NOM, p € PROP, a € NOM UPROP, r € REL y ¢ € HVNF(@).

Supongamos un conjunto fijo de clausulas N. Las siguientes tres definiciones deben tomarse como una
unidad. Se presentan en forma separada por claridad pero, como se verd, son las tres mutuamente
recursivas.

Definicién 2.12 (I¢). Sea C una cldusula (no necesariamente perteneciente a V), llamaremos I¢ a
la interpretacién de Herbrand hibrida dada por |Jo. pep

Definicién 2.13 (Forma reducida). Sean C' una cldusula y ¢ su férmula maximal. Si ¢ € SIMP
y se cumple que o bien ¢ € LIT-P y ¢ = oy, 0 bien ¢ = @Q; [r])) y i = iof,, entonces decimos que
tanto ¢ como C' se encuentran en forma reducida.

Definicién 2.14 (e¢). Sea C una clausula (no necesariamente de N); si se verifica simultdneamente:

1. CeN 4. C esfalsaen Ig
2. C estd en forma reducida 5. S(C)=10
3. maz~(C) € LIT-P

entonces e = {p}; en caso contrario, ¢ es el conjunto vacio.

Decimos que C' produce ¢ si ec = {¢} y la llamaremos una cldusula productiva. I¢ es la interpre-
tacion parcial de N por debajo de C. Sélo las clausulas cuya formula maximal ¢ sea un literal positivo
y no tengan férmulas seleccionadas pueden ser productivas.

Definicién 2.15. I, un modelo tentativo de N, se define como |Jqcy €c-

Si una cldusula C es falsa en I, decimos que C' es un contraejemplo de I. Analizando cada regla del
calculo y considerando por separado las féormulas distinguidas de una clausula que no se encuentran
en forma reducida, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 5. Sea N un conjunto de cldusulas y sea C el contraejemplo minimo de I, respecto de un
orden admisible . Si C # {}, entonces existe una inferencia usando alguna de las reglas del cdlculo
tal que:



1. C es la premisa principal
2. la premisa auxiliar (en los casos que corresponde) es una cldusula productiva

3. todos los consecuentes son menores, respecto de >, que C' y al menos uno es un contraejemplo
de IN-

Usando este teorema, podemos probar la completitud del cédlculo.

Teorema 6. FEl cdlculo de resolucion hibrido con orden y seleccion es refutacionalmente completo.

3. Terminacion del calculo

El célculo de resolucién que hemos visto constituye, dado el Teorema 6, un método correcto y completo
para resolver el problema de determinar si cierta férmula de H(Q) es satisfacible. En esta seccién
mostramos como convertir este calculo en un método de decision para dicho problema. Se dice que
un método es de decision para el problema P si para cualquier instancia de P podemos obtener una
respuesta correcta acerca de P en un niumero finito de pasos. La consistencia y completitud refutacional
del cédlculo garantizan, respectivamente, que la respuesta sea correcta para cualquier instancia del
problema. Lo que nos interesa ver, entonces, es cémo garantizar que ésta se obtenga en un numero
finito de pasos.

Lo que buscamos, concretamente, es lograr que para cualquier férmula ¢ € H(@), CiSet*(p) sea
un conjunto finito. Cuando esto se cumple, es ficil implementar un algoritmo que compute en tiempo
finito ClSet*(¢) (la forma estandar es usando el “algoritmo de la cldusula dada” [20]).

El calculo de la Figura 1 claramente puede generar un conjunto saturado de férmulas que sea
infinito. Basta con observar que la regla ((r)) se aplica aun sobre férmulas de la forma @; (r);j donde
j es un nominal. El cdlculo con orden y seleccién que presentamos en la Figura 2, en cambio, evita la
aplicacién de ((r)) a férmulas de este estilo y, sin embargo, como mostramos en la Seccién 3.1, también
con este calculo es posible generar un conjunto saturado infinito. Luego proponemos una variacién del
calculo de la Figura 2 que preserva completitud con el cual podemos garantizar terminacién. En todo
momento, asumiremos dado un orden admisible > (segin la Definicién 2.4).

3.1. Cémo generar infinitas formulas

Ejemplo 3. Tomemos la férmula satisfacible @; ([r](i A (r)p) A (r)p) y asumamos que ¢ es el menor
nominal de un orden admisible. Veamos qué sucede cuando aplicamos las reglas del célculo sobre esta
férmula:

C = {Q; ([r](@ A (r)p) A (r)p) }
Dy, = {Q; [r](i A (r)p)} (C, usando (A))
D1y = {Q; (r)p}
Dy, = {Q; (r)k} (D1p, usando ({r)))
Dy = {Qpp}
Ds = {Q; (i A (r)p)} (D14 y Dag, usando ([r]))
Dy, = {Qy i} (D3, usando (A))
Dy = {@ (r)p}
D5, = {Qg (r)ka} (Dgyp, usando ({)))
Dsp = {Qg, p}

DG = {@z <T>I€2} (D4a y D5a, usando (PARAM))

Si comparamos Do, y Dg veremos que en esta derivacién son clausulas equivalentes. Es decir, podemos



repetir los pasos llevados a cabo para derivar Dg a partir de D1, y Do, para generar D1y = {@Q; (r)ks},
y a partir de Dqg derivar D14 = {@; (r)k4} y asi sucesivamente. Claramente, la saturacién del conjunto
inicial {C'} constituye un conjunto infinito.

Veamos mas en detalle la féormula inicial del Ejemplo 3. Para empezar, es satisfacible sélo en modelos
donde p es verdadero en el elemento asociado a i, y éste esté relacionado con si mismo y sélo con
si mismo. FEn segundo lugar, esta férmula tiene dos niveles de profundidad modal, esto significa,
intuitivamente, que estd predicando sobre elementos que estdn a no mas de dos “pasos de distancia”
de 1.

Por otro lado, observemos qué sucede con k, ks, k3, etc. ko es un nominal que se introduce a partir
de @i (r)p, bajo la hipdtesis de que i y k son distintos. Con esto nos referimos a que, dado que sobre
Dy es posible aplicar paramodulacién con Dy, podemos pensar que a partir de este hecho se abren dos
ramas: aquella en que aplicamos paramodulaciéon y aquella en que no. En la rama en que lo hacemos,
estamos asumiendo que ¢ y k estan asociados al mismo elemento del dominio; en la rama en que no,
estamos asumiendo que son distintos. Este 1iltimo es el caso que estamos considerando. Ahora bien,
k estd a un paso de distancia de i, y si son distintos, ko debe estar a dos pasos de distancia de i. Sin
embargo, en Dg al reemplazar k por ¢ estamos anulando la hipotesis que dio origen a ko. Es decir, ko
es un nominal que se crea con la idea (equivocada) de que esté a dos pasos de distancia de i.

En definitiva, hemos visto un ejemplo en el que se obtiene un conjunto ClSet*(y) infinito mediante
la generacién de sucesivos nominales nuevos cada vez mas alejados de aquellos presentes en . Kl
siguiente ejemplo nos muestra que también podemos obtener un numero infinito de nominales sin
necesidad de que éstos estén cada vez mas lejos.

Ejemplo 4. Consideremos la siguiente variacién de la férmula del Ejemplo 3: @; ([r](i A (¢ V (r)p)) A
(r)p). Esta también es satisfacible y permite generar la siguiente derivacién:

C =A{Q;([r] A (g Vv (r)p)) A (r)p)}

D1, ={Q;[r]G A (g V (r)p))} (C, usando (A))

Dy ={Q; (r)p}

Dy, = {Q; (r)k} (D1p, usando ({r)))

Dy, = {Qp p}

Ds = {@ (i A (g V (r)p)} (Do ¥ Dag, usando ()

Dy, = {Q i} (D3, usando (A))

Dy, = {@x (qV (r)p)}

Ds = {Q q, @ (r)p} (Dap, usando (V)

Dg = {Q q,Q; (r)p} (Dyq y D5, usando (PARAM))
D7y = {Qp q, Q; (rYka} (Dg, usando ({r}))

D7y, = {Qy q, Qy, p}

Ds = {840, 84 (i A gV (9p)} (Do y Dray usando ()

Dy, = {Qy, q,Qp, i} (Ds, usando (A))

Doy, = {Qy q, @y, (¢ V (r)p)}

Do = {Qy, ¢, Qy, ¢, Qy, (r)p} (Dgp, usando (V))

D1y = {Qf ¢, Qy, ¢, Q; (r)p} (Dgqa ¥ D19, usando (PARAM))
D12a = {@k q, @k2 q, @z <T>k3} (Dlla usando (<T’>))

Digp = {@k q, @kz q, @ks p}

En este caso las clausulas a comparar son Doy, D7, v D124, y conviene mirar como estas ultimas se
generan a partir de Dqp, Dg v D11.

Este ejemplo muestra cémo se pueden obtener infinitas apariciones de @; (r)p, y cémo cada una de
ellas genera a su vez un nuevo nominal a un paso de distancia respecto de 1.



3.2. Restringiendo la generacién de nuevos nominales: la regla ((r))

En la seccion anterior presentamos dos formas distintas en que el cdlculo de la Figura 2 puede generar
infinitos nominales. En una de ellas, se crean nuevos nominales cada vez més alejados; mientras que
en la otra, infinitas apariciones de una misma férmula generan infinitos nominales equidistantes. En
esta seccidn presentamos una variacion del cdlculo que evita este 1iltimo comportamiento.

Consideremos la clausula C' = {Q; (r)p,Q; (pAq)} y supongdmosla parte de un conjunto de clausu-
las. Dependiendo de la funcién de seleccion que utilicemos, una derivacién a partir de C' comenzard sim-
plificando @; (r)p 6 Q; (p A ¢q). Veamos dos posibles derivaciones, una empezando en cada férmula. Por
un lado, tenemos:

C  ={Q;(r)p, Q; (pAg)}
Cia = {Q; (rk,Q; (pAq)} (C, usando ((r)))
Cip = {Qp,Q; (pAq)}

C2a = {Q; (r)k, Q; p} (Cha, usando (N))
Cop = {Q; (r)k,Q; ¢}
Csa = {Qkp,@; p} (C1p, usando (A))

Csp, = {Qxp,Q; q}
mientras que por el otro obtenemos:

C ={Q(rp,Q;(pAq)}

(r)
Cla = {Qi (r)p,Q; p} (C, usando (N))
Cr, =A{Qi (r)p, @; ¢}
Cyo = {Qi (r)k, @; p} (C14, usando ((r)))
Céb = {@kp7 @jp}

C3, ={Q; (r)1,Q; ¢} (C1y, usando ((r)))
Cy = {Qip,Q;q}

Si comparamos las ultimas cuatro cldusulas de cada caso observaremos que sélo difieren en el hecho de
que en la segunda derivacién se gener6 un nominal nuevo (/) mientras que en la primera se usé6 en todos
los casos el mismo nominal (k); i.e., la segunda derivacién esté considerando modelos mas complicados
que la primera (e.g. modelos en los que i se relaciona con mas de un elemento).

De hecho, en el segundo caso estamos perdiendo informacidn: las apariciones de @Q; (r)p en C1, y

1, corresponden a la misma férmula (puesto que ambas derivan de la aparicién de @; (r)p en C) y

sin embargo ya no es posible relacionar las formulas que se derivan de ellas.

Lo que este ejemplo nos sugiere es que dada cualquier aparicién de una férmula @; (r)1), alcanza con
tener un unico nominal “testigo”, que sea sucesor de ¢ y que satisfaga 1. Mas formalmente, podemos
demostrar lo siguiente.

Teorema 7. Sea ¢ una formula de HNNF(Q) y sea j un nominal que no aparece en . o es satisfacible
si y sélo si para todo nominal i, toda relacion r y toda formula p € HNNF(@), p[@Q; (r)e/(Q; (r)j A
Q; )] es satisfacible.

Con este resultado, podemos proponer una regla alternativa para tratar diamantes. Para ello, divida-
mos NOM en dos conjuntos (infinitos) disjuntos NOM; (nominales iniciales) y NOM, (nominales del
cdlculo), y lamemos HYVE (@) al conjunto de férmulas de HYNVF(@) en el que sélo aparecen nomina-
les de NOM;. De aqui en més supondremos, sin perder generalidad, que el cdlculo se utiliza sélo sobre
férmulas de Hév NF(@) y que todo nominal que aparece en ClSet*(p) pero no en ¢ pertenece a NOM,.

Definamos, ademés, HANF (@) = {@; (r)y) | i € NOM,r € REL,v» € HINF(@),¢) ¢ NOM}, es
decir, HYNF (@) es el conjunto de férmulas-@ de HYNF (@) que pueden ser premisa de la regla ({r)).
Finalmente, sea nom(z) : HYN(@) — NOM, una funcién inyectiva cualquiera. Definimos la regla

alternativa ((r)") como:



((r)) Clu{@ (rj¢}  conn= nom(Q; (r)p)
Clu{Q(ryn} y¢ &NOM
clu{@, ¢}

El Teorema 7 garantiza la consistencia de esta regla. Ademas, se comprueba que la misma argumen-
tacién utilizada para la regla ((r)) en la demostracién del Teorema 5 vale para la regla ((r)’). Esto
garantiza que al reemplazar ((r)) por esta regla se preserva la completitud refutacional del célculo.

3.3. Restringiendo la generacién de férmulas repetidas: la regla (PARAM)

La regla ((r)") evita una derivacién infinita como la del Ejemplo 4; sin embargo el uso de esta regla no
modifica sustancialmente la derivacién del Ejemplo 3, donde se siguen generando infinitos nominales
cada vez mas alejados de 1.

Miremos mas en detalle la clausula Dg de dicha derivacion, que como ya mencionamos, cumple un
rol principal en la derivacién ciclica que genera un conjunto infinito de clausulas. Esta cldusula se genera
a partir de la paramodulacién entre las clausulas Dy, y Dj,. La féormula @Q; (r)ks, sintetizada en dicha
operacion, es el resultado de asumir que i y k representan lo mismo. Ahora bien, en D5, = {Qy, (r)ks},
ko es un nominal introducido bajo la suposicién de que k se relaciona con él, y tal que en él p es
verdadero. Aqui es importante observar que nom(Qy (r)p) = ko. Cuando sintetizamos Dg, ko pasa
a cumplir un rol adicional: ahora también representa el elemento relacionado con ¢ y tal que p es
verdadero en él. Sin embargo, el calculo tenia reservado otro nominal para cumplir esta funcion:
nom(Q; (r)p) = k.

En la seccion anterior vimos que es posible asignar, usando la funcién nom, un rol preciso a cada
nominal que se crea durante el cdlculo y que esto permite que el calculo pueda limitarse a considerar
modelos mas simples. El analisis que acabamos de ver muestra cémo al hacer paramodulacién sobre
férmulas de la forma @; (r);j donde alguno de los nominales i, j pertenece a NOM,, también estamos
considerando modelos potencialmente mas complejos de lo necesario.

Una solucién para este problema consiste en tratar las igualdades sobre formulas de la forma
@; (r)j (con 7,7 nominales) de manera tal de aprovechar lo que sabemos sobre los nominales que
son introducidos por la aplicacién de la regla ((r)’). A este fin, incorporamos una regla especial de
paramodulacién sobre férmulas como la de la cldusula Cg. En la Figura 3 presentamos el calculo donde
la regla (PARAM) ha sido reemplazada por (PARAM’) y (PARAM-REL). La segunda regla es la que
aplica paramodulacién en forma especial sobre las férmulas que acabamos de ver; (PARAM’) difiere de
(PARAM) tinicamente en que no se aplica sobre las clausulas que trata (PARAM-REL). Es importante
notar que ya no nos alcanza con pedir que nom(z) sea una funcién inyectiva; en este caso necesitamos
que sea un tipo especial de funcién a la que llamamos distribuidor de nominales:

Definicién 3.1. Una funcién f : HYNF(@) — NOM. es un distribuidor de nominales si y sélo si

1. f es biyectiva,

2. la clausura transitiva de la relaciéon dada por Rij siy sélo si j = f(Q; (r)¢) para algin (r)¢
es un orden parcial, y

3. i > jsiy sélosi nom(Q; (r)p) = nom(Q; (r)e)

Las primeras dos condiciones son suficientemente generales y simplifican los argumentos acerca de este
tipo de funciones. Lo que hacen es garantizar que todos los elementos de NOM. puedan aparecer en
ClSet*(p): la primera condicién garantiza sobreyectividad, mientras que la segunda evita ciclos como
en i = nom(Q; (r)1). La tercer condicién es necesaria para garantizar la completitud del célculo.

Es necesario comprobar que los cambios introducidos a las reglas de paramodulacién preservan
consistencia y completitud. Para probar consistencia, se usa el hecho de que dado un modelo cualquiera



ClU{@Q; (p1 A p2)} ClUu{Q; (¢1V p2)}

A v
() Clu{Q,p} ) Clu{Q;p1,Q; 0}
Clu{Q; pa}
Cliu{@, ¢} CloU{@; -y}
E
(R S) ClLUuCly

CliU{Q (r)s} Cly U{Q,[r]p}
ClLuCly U {@S QD}

Clu{Q;(r)¢} conp &NOMy

(Ir]) Clu{@, (ryn}y n=nom(Q (r)e)

((r)")

clu{@, ¢}
clu{@, @, p} clu{@, -t} clu{a,t} |
Clhuf{a,ty Clyu si s> t, o(s) = Qgt, y cuando
(PARAM’) 1U{0: 1) Ol Uip(s)} o(s) = @; (r)j, entonces j € NOM;,

ClyuCla U{p(s/t)} oteNOM; yj=s

chu{@,t} Clu{aQ,(rn} 55~ tymneNOM., y donde
CliUCly U{@, (k) para algin ¢, n = nom(Q;, ), y

Cl U Cly U {@, &} k = nom (@ ¢)

(PARAM-REL)

Restricciones:

» Si C = C" U {¢} es la premisa principal, entonces o bien S(C) = {¢} o, en caso contrario,

SC) =0y {p} -
» Si D= D"U{+} es la premisa auxiliar, entonces {¢p} = D'y S(D) =0

» nom(x) es un distribuidor de nominales

(tanto ¢ como 1) representan la férmula que participa en la inferencia)

Figura 3: Reglas de resolucién para H(@) con orden, seleccién y control de nominales

de ¢ y un distribuidor de nominales nom(z), se puede construir otro modelo de ¢ pero que ademds
cumpla cierto criterio de compatibilidad con nom(x). Esencialmente, si M es compatible con nom(x),
debe suceder que M = Q  (r)v y i = nom(Qg (r)1)) implique M | Qg (r)i y M | @Q;1; y que si,
ademds, j = nom(Q; (r)y)) y M |= Qg r, entonces M = @, j.

Teorema 8. Si ¢ € HYNF(Q) es satisfacible, ClSet*(¢) (saturado con las reglas de la Figura 3)
también lo es. Por lo tanto, el cdlculo de la Figura 3 es consistente.

Lo primero que conviene observar para probar la completitud del nuevo calculo es que la restriccién
sobre el orden de los nominales en la Definicién 3.1 permite garantizar que los consecuentes que se
obtienen al aplicar la regla (PARAM-REL) son menores que su premisa principal. Con esto, podemos
adaptar la demostracion del Teorema 5, a las reglas nuevas.

Teorema 9. El cdlculo de la Figura 3 es refutacionalmente completo.

Como parte del trabajo de tesis también demostramos que la Definicién 3.1 no es demasiado estricta,
es decir, que puede ser satisfecha por alguna funcién concreta. Para ello, mostramos que para cualquier
lenguaje hibrido podemos extender el conjunto de nominales de forma adecuada, de manera que la
construccién de un distribuidor de nominales sea trivial.



3.4. Terminacion

En esta seccién veremos que si usamos un refinamiento de un orden admisible, el nimero de férmulas
distintas que el cdlculo de la Figura 3 puede generar es finito. Con finitas férmulas sélo es posible armar
un conjunto finito de clausulas distintas; con lo cual, el conjunto saturaciéon debe ser necesariamente
finito. Comencemos, entonces, con una observacion simple.

Proposicién 10. Sea ¢ una férmula de HYNT(Q); para toda formula 1 € ClSet*(¢) se cumple

size(p) > size(1)).

Al igual que en la Definicién 2.5, size(y) representa la cantidad de operadores (incluyendo los de aridad
cero) de . Lo que esta proposicién nos dice es que si ClSet*(¢) es infinito, esto no puede deberse a
la presencia de férmulas infinitamente grandes: es necesario que haya infinitos nominales distintos. Lo
que veremos a continuacién es que los dos ejemplos presentados en la Seccién 3.1 ilustran todas las
maneras en que pueden generarse infinitos nominales y que los mecanismos propuestos para remediar
esto efectivamente funcionan. Para ello nos valemos de una medida de distancia entre un nominal
cualquiera y algin nominal de NOM;.

Definicién 3.2. Dado un distribuidor de nominales nom(z), la funcién level(-) : NOM — IN se define
como:

0 si 1 e NOM;

level(i) = { level(j) +1 sii=nom(Q; (r)y)

Claramente, n € NOM; siy sélo si level(n) = 0. Ahora podemos caracterizar facilmente las dos maneras
de generar infinitos nominales. La primera derivacién se caracteriza por el hecho de que level(n), cuando
n es un nominal que aparece en ClSet*(p), no estd acotada; la segunda, por el hecho de que existe
un conjunto infinito N de nominales que aparecen en ClSet*(p) para el cual se cumple level(n) = ¢ si
n € N, para algin ¢ > 0. Es claro que si no se cumple ninguna de estas dos condiciones, el conjunto
de nominales no puede ser infinito.

Como ya dijimos, la funcién level nos da una medida de profundidad de nominales. Esta idea juega
un papel importante, y de hecho influye en la nocién de orden con la que trabajaremos.

Definicién 3.3. Un orden > y un distribuidor de nominales nom(z) son admisibles para terminacion
si > es un orden admisible y ademds verifica que para todo par de nominales i y j level(i) > level(j)
implica i > j, donde level(x) estd definido en funcién de nom(x).

De aqui en mds, asumimos que > y nom(x) son, respectivamente, un orden y un distribuidor de
nominales de este tipo.

La prueba de terminacién consiste en garantizar que, con el célculo de la Figura 3, level(n) esta aco-
tada cuando n aparece en ClSet*(p) y que en cada nivel hay un nimero finito de nominales. Para ver
la primera condicién, utilizamos una nocién de profundidad modal para férmulas-@Q que combina la
profundidad meramente sintdctica (i.e., el concepto habitual de “profundidad modal”) con la profun-
didad (segun la funcién level) del prefijo de la férmula-@. Para la segunda, nos valemos de una funcién
que nos devuelve todos los nominales de un conjunto de clausulas que pertenezcan a determinado nivel

Definicién 3.4. Para toda férmula @; ¢ definimos d'(@Q; ¢) = level(i) + d(¢), donde d(p) es la pro-
fundidad modal de . Ademés, dado cualquier conjunto de cldusulas N, definimos level ,(N) = {i | i €
NOM A level(i) = x Ai € S¢(N)}, donde Sf(N) es el conjunto de todas las subféormulas que aparecen
en V.

Teorema 11. Para toda férmula ¢, el conjunto de nominales distintos que aparecen en ClSet*(p) es
finito. Por lo tanto, el cdlculo de resolucion de la Figura 8 constituye un método de decision para la
l6gica H(Q).



La demostracion de este teorema se sigue directamente de estas propiedades, que fueron demostradas.
En lo que sigue, ¢ es una férmula arbitraria de HY'VF'(@):

1. Para toda cldusula {@; (r)j}UC € ClSet*(p), o bien level(j) = 0 o bien level(j) = level(i)+1.

2. Para toda férmula ¢ que aparezca en ClSet*(y), si en 1) aparece algin i € NOM, (i.e.
level(i) > 0), entonces ¢ es de la forma: @Q; ', @, (r)i 6 Q, i (i € S§(¢') y t # n).

3. Si 1 aparece en alguna cldusula de ClSet* (), entonces d'(¢) < d(¢) y, ademés, si ¢ = @, j,
entonces level(j) < d(p). Luego, para toda férmula 1, si i es un nominal que aparece en
alguna férmula de ClSet™(v), entonces level(i) < d(v)).

4. Para todo nominal i, el nimero de férmulas distintas de la forma @; (r)1) (con 1 ¢ NOM)
que aparecen en ClSet* () es finito.

5. Para todo z € IN, level,(ClSet™(¢)) es un conjunto finito.

4. Implementacion y evaluacién

HyLoRes es un demostrador para la 16gica H(@Q, |) escrito en Haskell, de aproximadamente 5000 lineas
de cédigo, basado en el célculo de resolucién presentado en [2]. Es necesario aclarar que no se trata
de una herramienta que pretenda competir seriamente con demostradores que representan el estado
del arte en demostracién automatica para logica de primer orden o DLs. Demostradores como RA-
CER [10, 17] 6 *SAT [9, 19] estan especialmente afinados y cuentan con una bateria de heuristicas y
optimizaciones con las que consiguen resultados sobresalientes. En contraste, HyLoRes implementa un
conjunto relativamente simple de optimizaciones y es todavia m&as una prueba de concepto que una
aplicacion que pueda ser usada en un ambiente real. Pero es justamente por ello que se trata de una
entorno ideal para poner a prueba nuevas ideas y realizar una valoracién empirica de las mismas.

Como parte de este trabajo se desarrollé una versién de HyLoRes que utiliza las reglas presentadas
en la Figura 3 y se realizaron pruebas para comparar la performance de ambas versiones. En esta
seccion solamente presentamos algunos resultados de las pruebas que realizamos.

Hoy en dia, el test estandar para la 16gica modal bésica es el denominado 3CNFO,,, aleatorio [16],
que es una adaptacién del test 3CNF aleatorio de la 16gica proposicional [15]. Este tipo de tests se
caracterizan por generar lotes de féormulas aleatorias que se ajusten a determinadas restricciones (e.g.,
numero de variables proposicionales, profundidad modal, nimero maximo de cldusulas). En general,
cuanto mayor es el nimero de cldusulas de una de estas férmulas, mayor es la probabilidad de que sea
insatisfacible.

La definicién estandar de CNFO,,, aleatorio genera férmulas estrictamente modales. En [3] se pre-
senta una extension para trabajar con demostradores para logicas hibridas. Esta extensién, hCNFO,,,,
genera formulas para cualquier sublenguaje de H(@, A, | ). hGen, una herramienta que genera casos de
test a partir de hCNF0O,,, fue utilizada para realizar las pruebas.

Las variables que utilizamos en la generacion de lotes de pruebas fueron: “cantidad de variables
proposicionales (V)”, “cantidad de nominales (N)”, “méxima profundidad modal (D)” y “cantidad
de cldusulas (L)”. Fijados los valores de V', N y D, se generaron, para cada valor de L, lotes de 100
férmulas, las cuales fueron dadas como entrada a los demostradores, con un timeout de 40 segundos
por féormula. En los graficos mostramos, por cada uno, el porcentaje de férmulas que se decidieron
satisfacibles, el porcentaje de insatisfacibles y el de timeouts; también se muestra la mediana del
tiempo de ejecucién.

En la primera prueba, comparamos la performance de ambas versiones del demostrador utilizando
féormulas simples (V =2, N =3, D = 1). En este caso la performance de HyLoRes 2.0 fue claramente
superior a la de la versién 1.0. En la Figura 4 se ve claramente cémo a HyLoRes 1.0 le cuesta resolver
una fracciéon importante de los problemas mas simples, mientras que HyLoRes 2.0 los resuelve todos. Es



Test con CNF hibrido, V=2, N=3, D=1, L=1.24 Test con CNF hibrido, V=2, N=3, D=1, L=1.24 Test con CNF hibrido, V=2, N=3, D=1, L=1.24

jon satifaciblelinsatistacible
satisfacibiefinsatsfacible

Figura 4: Evaluacion con hCNFO,, de HyLoRes 1.0 y 2.0 — Férmulas simples.

interesante notar que HyLoRes 1.0 tiene la mayor proporcién de timeouts en la regién en que la mayoria
de las férmulas son satisfacibles. Se debe tener en cuenta que las restricciones de orden y seleccién
aceleran el proceso de saturacién, y que en la versién 1.0 no se contaba con ningin mecanismo de este
tipo para la regla de paramodulacién.

Como muestra la Figura 4, tener un nimero importante de timeouts afecta negativamente la
representatividad de los valores graficados. La curva cortada en el grafico de clausulas generadas, y la
forma poco usual de la curva del grafico de tiempo de ejecucién son una muestra elocuente de esto.
Por otro lado, se puede ver que para valores chicos de L el tiempo de inicializacion de HyLoRes 2.0 es
mayor al tiempo que necesita para resolver el problema en si.

Test con CNF hibrido, V=8, N=3, D=7, L=1.15 “Test con CNF hibrido, V=8, N=3, D=7, L=1.15

10 —
Tiores 20 ——

satisfachlefinsatisfacible

Figura 5: Evaluaciéon con hCNFO,,, de HyLoRes 2.0 — Férmulas complejas, baja cantidad de nominales.

El ntimero de casos que HyLoRes 1.0 no puede resolver dentro de un tiempo razonable cuando se
aumenta la profundidad modal de las férmulas generadas es demasiado grande como para que podamos
tenerlo en cuenta. Es por ello que las iltimas pruebas se realizaron sélo sobre distintas configuraciones
de la versién 2.0.

En la Figura 5 se muestran los resultados para férmulas en las que se aumenta la complejidad
estrictamente modal: V =8 N =3 y D = 7. En este caso, el numero de timeouts en la zona mas
dificil es de un 15 %, sin embargo, el tiempo medio de respuestas sigue sin superar los 2 segundos.

Test con CNF hibrido, V=6, N=7, D=2, L=1.23 Test con CNF hibrido, V=6, N=7, D=2, L=1.23
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Figura 6: Evaluacién con hCNFO,, de HyLoRes 2.0 — Formulas medianas, alta cantidad de nominales.



Finalmente, en la Figura 6 se muestran los resultados obtenidos con férmulas en las que aumenta
el nimero de nominales manteniendo baja la profundidad modal: V =6, N = 7, D = 2. Un nimero
mayor de nominales implica una aplicacion mas frecuente de las costosas reglas de paramodulacién.
Como resultado de esto, HyLoRes 2.0 tiene un porcentaje méas alto de timeouts con estas férmulas, y
el tiempo medio de ejecucion en la zona mas dificil supera los 10 segundos. Es importante notar que
las férmulas de la Figura 6 tienen el triple de variables proposicionales y més del doble de nominales
que las de la Figura 4, que ya eran demasiado dificiles para HyLoRes 1.0.
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