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Resumen

La Geometria Computadonal es una disciplina que brinda un marco teérico y forma para dar soluciones a
problemas de tipo geométrico. En este sentido, las operadones entre poligonos brindan soluciones a una gama de
aplicadones del mundo red. Una de estas operadones de gran uilidad es la denominada Sumas de Minkowski.

Esta operad6n esté definida del siguiente moda Dados dos conjuntos Py Q [0 R?, lasuma de Minkowski de Py Q,
denotadapor PO Q sedefine omo PO Q={ p+q:pOP,qUQ}.

Respedo de la ensefianza de topicos generales de Geometria Computadonal vinculados a las Sumas de Minkowski,
se busca cubrir un nicleo bésico en los aspedos tedricos y pradicos lo suficientemente amplio de formatal que d
alumno redba una vision comprensiva de los temas. En este trabajo se presenta una herramienta de goyo educaivo
para d cdculo y la visualizaddon de sumas de Minkowski entre poligonos. Mostramos sus caraderisticas,
destacando sus principales componentes y utili dades.

Palabr as claves: Geometria Computadonal, Sumas de Minkowski. Operadones entre Poligonos.

Abstract

Computational Geometry is a discipline which offers a formal and theoreticd framework to provide solutions to
geometric problems. In this sense, the operation between polygons gives solutions to a wide range of red world
applicaions. One of these operations is known as Minkowski Sum. This operation is defined in the foll owing way:
Let P and Q be two setsin R? the Minkowski sum of P and Q, denoted by P Qistheset{ p+q:pOP,q0Q}.
When teaching Computational Geometry related to Minkowski sum, basic knowledge concerning the pradicd and
theoreticd aspeds are required in order for student to recéve a @mprehensive view of these topics. In this paper we
describe an educaional software tod cgpable of cdculating and displaying graphicdly the Minkowski sum between
polygons. We show the todl emphasizingits main components and utilities.

Keywords: Computational Geometry, Minkowski Sum, Operations between Polygons.



1. Introduccén

Muchas disciplinas requieren construir y manejar eficientemente objetos geométricos. Entre dlas £ pueden
destaca: robdica, vision artificial, computadon gafica sistemas de informadon geogréfica, disefio asistido pa
computadora, etc. En este sentido, la Geometria Computadonal es una disciplina que estudia los problemas desde
un punto de vista geométrico, dedicandose d disefio y andlisis de dgoritmos y estructuras de datos adeauadas para
su resolucion. Unatareafundamental de la Geometria Computadonal es laidentificacion de conceptos, propiedades
y témicas que ayuden al desarrollo de dgoritmos €ficientes. La disciplina tiene su origen en el campo e las
aplicadones, donde disponer de un algoritmo eficiente es, a veces, esencial para poder resolver en tiempo red los
problemas planteados. Algures clases particulares de problemas incluyen la blsqueda y reauperadén de objetos
geométricos, descompaosicion geométrica, la goroximacion de formas y temas reladonados a proximidad,
intersecadn y visibilidad entre objetos geométricos[1, 3, 11, 12].

Uno de los ohjetos geométricos con los que frecuentemente se trabaja son los poligonos, ya que onstituyen ura
representadon adecuada para la mayoria de los objetos del mundo red y, ademas, las operadones que pueden
redizarse entre ell os brindan adeauadas luciones en una variada gama de glicadones.

Una de las operadones que se pueden redizar entre poligonos, es la denominada Suma de Minkowski. Para definir
las Sumas de Minkowski, decimos que dados dos conjuntos Py Q 0 R?, la suma de Minkowski de Py Q, denotada
poPOQ,esPOQ={p+q:p0dP, q0Q}, dondep + qesun vedor que representa la suma de los vedoresp y g.
Esdedr que dadoslospuntosp = (px, py) y d=( ax, qy ), tenemosquep + q = ( px + gx, py + qy). Esta operadon
resulta de gran uilidad en aplicadones tales como planificaddn de movimientos de robas, procesamiento de
iméagenes, sistemas de informacion geogréfica, marcadoy corte de moldes, entre otras[2, 5, 7, 8, 9].

Nuestro propdsito fue d desarrollo de una herramienta de aplicadon que seadutilizada cwmo herramienta de trabajo,
de smuladon y espedamente de goyo en la ensefianza de la Geometria Computadonal. Dicha herramienta
implementa la Suma de Minkowski entre distintos tipos de paligonos, tanto entre poligonos convexos y no
convexos. En la ensefianza de tOpicos generadles de Geometria Computacional vinculados a las Sumas de
Minkowski, se aubre un nicleo basico de conceptos tedricos y pradicos, de forma tal que & alumno redbe una
vision ampliay comprensiva de |os temas.

Con respedo a las herramientas con fines educativos reladonadas a la Geometria Computadonal, hay bastante
trabajo redizado. Aunque, en el caso particular de las Sumas de Minkowski, no existen herramientas con las
caraderisticas de la que hemos implementado. Esta herramienta forma parte de una leccion de trabajos que desde
1988 se vienen redizando en e Departamento de Matematica Aplicada de la Universidad Politémica de Madrid.
Como resultado ce estos trabajos s han obtenido una @leccién de glicadones que implementan algoritmos obre
distintos problemas dentro del campo ce la Geometria Computadonal, tales como cierres convexos y sus
aplicadones, problemas de vigilancia e iluminadén, diagramas de VVoronoi, entre otros.

Este tipo ce glicadones son ampliamente usadas como apoyo en la ensefianza de la disciplina. La utilizadon de
medios audiovisuales y de software aleauados tiende a fadlitar el proceso de ensefianza Ademas, cuando los
algoritmos geométricos $on mostrados con detall e y debidamente discutidos, se favoreceel aprendizge del alumno.

2.LaHerramienta

En los Ultimos afios, Internet y el servicio de Word Wide Web (WWW) se han convertido en unimportante medio
de comunicacion e informacion y han contribuido aintroducir nuevas posibili dades en €l dreade la educadon.

En el ambito de la Geometria Computadonal es pasible encontrar muchas herramientas que tienen como objetivo
auxiliar y motivar a los alumnos en el proceso de aprendizaje mwmo asi también ser usadas como complemento en
clases presenciales ayudando a los docentes a impartir conceptos que tradicionalmente eran ensefiadas en forma
tedricay con €l uso de dementos didadicos mas rudimentarios (pizarron, filminas etc.).

La presencia de este tipo e herramientas disponibles en Internet, beneficia a la ensefianza de la Geometria
Computadonal puesto que pueden uilizarse hadendo unred aprovechamiento de los reaursos de hardware y
software disponibles. Otra ventgja a considerar es la independencia del alumno en su formadén respedo de la
utili zadon de plataformas de hardware o software espedficas.

Con esto destacamos la importancia de @nsiderar la portabilidad de este tipo de software, tal como se ha
considerado en este @so, ya que la herramienta implementada es un appet de Java, por lo que no es necesario
ningin hardware particular ni tampoco redizar ningln tipo de instaladon. Tan sdlo es imprescindible tener un
navegador instalado y configurado para geautar cddigo Java @ntando con el ambiente de geaucion Java JRE
version 1.4 o superior. Dicha version puede ser descargada gratuitamente desde d sitio de Sun Microsystems en la
siguiente direcdodn http://java.sun.com/j2se/1.4/download.html .

La herramienta desarrollada es interadiva y visual, facil de etender, usar y permite mostrar en detale d
funcionamiento de los algoritmos usados para @ cdculo de la suma de Minkowski, de modo que tanto €l problema
propuesto como la solucién obtenida puedan apredarse daramente.




Lainteracdon dd usuario con la herramienta es sencill a y rapida. Todas las operadones, tales como insercion de
poligonos, elecadn del tipo de dgoritmo a glicar para d cdculo de la suma, manegjo de las operadones que se
redizan durante la geaucion con demora dc. se pueden redizar fadlmente con el mouse.

La herramienta esta enmarcada en unconjunto de paginas web. A continuadén se describe brevemente d contenido
de calaunade |as paginas que componen €l entorno de la herramienta:

® |nicio: Esta pagina mntiene la presentad én, titulo, autores.
= Aspedos tedricos: Contiene informadon tedricaen la que se basa la herramienta.
= Herramienta: Muestra d programa que implementa la suma de Minkowski entre poligonos.

= Ayuda Explica é funcionamiento de la herramienta (indica sus componentes y como utilizarlos). Se ére en una
nueva ventana para poder consultarla mientras < utili zala herramienta.

® Enlaces de interés: Desde ayui es posible acceer a enlaces de interés reladonadas con la Geometria
Computadona y alas referencias bibli ogréficas.

2.1 Descripcién dela Herramienta

En e ambiente de la herramienta se distinguen claramente tres zonas. una zona media o zona gréfica una Zna
inferior y una zona superior, como se puede gredar en lafigural.

Edicion Ejecucion Algoritmos fyuda Ejemplos

Eiecutar SM Demnral:lz—- [Z] Triangulacion [_] Ritulos [_] Codigos

Paoligonos: F Zoom: |1l]l]% Modo: Nnrmal Algoritmao: Fuerza bruta

Fjecuciﬁn finalizada H:206 Y:280

Figura 1: Pantalla del Ambiente

La zona media o zona gréfica es el areadonde se dibujan los paligonos y se muestran los resultados de la suma de
Minkowski. Puede degirse d color de fondo de esta z0na; las opciones sn fondo Hanco ofondo negro.

La zonainferior contiene una barra de estado y de informad én, mostrando en ell as datos tales como la ubicadon del
cursor del mouse sobre @ plano xy, el algoritmo utilizado, informadén dce zoom y, ademas contiene una Barra de
Mensagjes donde se muestrainformadén referida d contenido dela zona graficay dela gecucién en si.

En la zona superior del ambiente se encuentran la barra de mentes desplegables y la barra de herramientas, las
cuales describimos a @ntinuacion.

Barr a de menues

La barra de mentes contiene las sguientes opciones con submentes despl egables.

Menu Edicién

Desde este menl se manejan todas las funciones referentes ala Edicion, como se muestraen lafigura 2. .



Edicidn | Ejecucidn Algoritmos  fyuda  Ejemplos
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Reiniciar

Colocar Origen

Fondo F O Negro

® Blanco

Figura2: Ment edicion

= Deshacer: esta opcion permite eliminar €l Gltimo pdigono ingresado.

® Reiniciar: esta opcion borra todo el contenido ce la zona gréfica preparando la herramienta para iniciar la
resolucién de un nuevo problema.

= Colocar origen: estaopcion permite ubicar € origen de las coordenadas en cualquier posicién de la zona grafica

= Fondo: esta opcién permite cambiar el color de fondo e la zna gréfica pudiendo elegir entre los dos colores
disponibles, blanco o negro.

Menu Ejeautar

Desde este menq, se geauta el cdculo de la Suma de Minkowski y se selecdona & modo e geaucién con el que se
cdculara la misma. Se permite d usuario elegir entre dos modos de geaucion, continuo o con demora, como se
apreda en lafigura 3.

Edicidn Ejet:ut:ic’ml Algoritmos  Ayuda Ejemplos
21 Continua || z | 7+ ‘ [¥l Triangulacion [v] Ritulos
® Con Demora
Ejecutar SM

Figura 3: Menl Ejeaucion

Menu Algoritmo

Desde este menu es posible degir e algoritmo que se usara para @ cdculo de la suma de Minkowski. En esta
herramienta se han implementado dcs algoritmos: €l algoritmo de FuerzaBrutay el algoritmo Mejorado. Lafigura4
muestra este mend.

Edicidn Ejecuciin Alguritmus|n.yuda Ejemplos

Ejecutar SM [Deny - Fuerza bruta J i+ [¥l Triangulacion [v| Ritulos

@ Mejorado

Figura4: Menu Algoritmos
Menu Ayuda
Desde este menuU se accele a la ayuda disponible y a la informadén aceca de los autores, como se observa en la
figura 5.

Edicion Ejecucion Algoritmos Ayuda| Ejemplos

Demural:[ Acerca de ... [_] Triangulacion [_| Ritulos

Ayuda en linea

Figura 5: Men Ayuda



Menu Ejemplos

Desde este menl es posible degir diferentes gemplos de problemas que cdculan la suma de Minkowski entre
distintos tipos de paligonos.

Barr a de Herramientas

LaBarrade Herramientas ubicada en la zona superior del ambiente contiene:

= Botonesde acciones

—Botdn de geaucion: este botdn denominado Ejeautar SM permite iniciar la geaucion del cdculo de la suma de
Minkowski.

—Botones de zoom: Los botones Z+ y Z- se utilizen para“acerca” o para“aear” lavistadel contenido cela zna
gréficay ver un porcentaje mayor del contenido atamario reducido.

—Boton Pausar/Continuar: si la opcion elegida para la g ecucion es con demora, este botdén permite mangjar la
geacion hadendo pausas cuando €l usuario asi 1o deseey luego continuar la geaucion.

—Boton Terminar: este boton permite finalizar una geaucion con demora desde aialquier punto en que &ta se
encuentre, obviando la demora.

= Opciones
—Demora: permite degir €l tiempo de demora (en segundos) entre cala paso para ¢ modo e geaucion con
demora.

—Trianguacion: permite adivar y desadivar la opcidn de mostrar la trianguladén redizada en los poligonos no
CONVEXOS.

—Rétulos: permite adivar y desadivar la opcion de mostrar las coordenadas de los vértices de los paligonos
ingresados en la zona gréfica

—Cédigos: permite adivar y desadivar las opcion de mostrar en una ventana auxiliar el codigo del algoritmo que
se esta geautando, cuando €l tipo ce g eaucion elegida es con demora.

2.2 Funcionalidad de la Herramienta

La herramienta permite fadl mente dibujar poligonos simples tanto convexos como no convexos y cdcular la suma
de Minkowski entre dlos. A medida que se ingresan los poligonos < redizan controles para que no sea posible d
ingreso de poligonos que no sean simples. Ademés en e caso que d poligono ingresado sea no convexo,
inmediatamente después de que se termina de dibujar, es triangulado, mostrandose la trianguladon obtenida en
pantalla si €l usuario asi |0 desea En la figura 6, se observan dos poligonos no convexos y su correspondiente
trianguladon.

Edicion Ejecucion Algoritmos AMyuda Ejemplos

Ejecutar SM |Demora| 1 ~| z " Z+ " Pausar " Terminar | [w| Triangulacion || Ritulos | | Cddigos

(& b

Paligonos: E Zoom: |1l]l]% Modo: hormal Algoritmao: Fuerzahruta
Pulignnu triangulado X742 Y:134

Figura 6: Poligonos no convexos triangulados




Se permite dibujar poligonos en cualquier cuadrante del plano xy, creando los gjes de mordenadas y permitiendo a
usuario ubicarlosy moverlos a cualquier punto de la herramienta.

Para cdcular la suma de Minkowski deben ingresarse dos paligonos. En el caso de ingresar mas de dos paligonos, €l
resultado seré la suma de Minkowski de cala uno de los paligonos con el primer poligono ingresado.

Una vez ingresados dos 0 mas paoligonos, la herramienta permite redizar la suma de Minkowski, teniendo como
opciones dos tipos de geaucion: g eaucién continua o g eaicién con demora. El modo e geaucién puede degirse
en el menu gecucién de la barra de mendes.

La geaucion continua muestra diredamente la solucion final a problema planteado, en cambio la geaucién con
demora permite observar los pasos de la resolucion del problema con la demora degida por €l usuario. La demora se
determina desde la lista desplegable ala derecha del rétulo Demora ubicado en la barra de herramientas. La demora
por defedto es de un segundo. Es posible cambiar € tiempo de la demora durante la geaucién, eligiendo de dicha
listaotro intervalo de tiempo de demora.

Cuando la opcién de gjeaucion elegida es con demora es posible detener la geaucién en cualquiera de los pasos que
se encuentre y luego continuar con la geaucion desde d purto en que se detuvo. También, es posible finalizar la
gjeaucién con demora, desde cualquier punto en que ésta se encuentre, obviando la demora.

Una opcién interesante que puede degir el usuario en una geaucion con demora es ver e pseudocddigo del
algoritmo en gjeaucién y seguir junto con la geaucion visual las liness de @digo que se esta geautando en ese
momento, permitiendo ce esta manera un entendimiento mas profundo alin de los algoritmos que se utilizan.

Otra caaderisticade la herramienta & que, como el resultado ce la suma de Minkowski entre dos poligonos puede
estar fuera del alcance visua de la herramienta, se proveela opcidn de algjar y/o acecar la vision del plano. Esta
operad 6n denominada zoom esta disponible en la barra de herramientas.

Es védlido adarar que durante la geaucion con demora & posible ambiar € tiempo de demora, cambiar el
porcentaje de zoom, mover |os g es de coordenadas y otras opciones Sn ningn inconveniente.

2.3 Aspedosde laimplementacion

Para d desarrollo de la herramienta implementada degimos €l lenguaje Java. La elecdén del lengugje de
programadon quedd determinada, en gran parte, por €l objetivo de la herramienta, por € uso que se pretende hace
de dlay para grovedar las ventajas que ofrece @ la actuaidad e aceso generdizado a Internet. Es dedr, €
codigo del programa puede estar locdizado en unservidor pero puede utili zarse desde asalquier lugar, sin necesidad
de més ayuda que la del navegador Web que se utili ce habitualmente y en forma independiente de la plataforma que
el usuario esté utili zando.

Uno de los objetivos es que nuestra herramienta se geaite en forma independiente de la plataforma y sin que sea
necesaria una instaladon previa. Para dlo, en lugar de implementar una glicadon standard Java deddimos
implementar 1o que se denomina gplet en Java.

Una glicaddn es un programa escrito en Javaal que no le falta nada, es independiente y puede geautarse emitiendo
una orden desde la interfaz de usuario del sistema operativo subyacente. Para geautar una glicadén Java es
necesario tener instalado en el sistema una maquinavirtual Javay haber instalado previamente la glicadon.

Para poder g eautar un applet es necesario solo pasea un navegador Web con capaddades Java. Un applet debe
gjeautarse dentro de un ravegador Web y no puede ser geautado en forma independiente. Cuando un revegador
Web carga una pagina Web que antiene un applet, el navegador descarga d codigo del applet desde d servidor
Weby lo geatta en € sistemalocd. Las ventajas principales del applet son que no necesitainstaladén en el sistema
locd y que lainterfaz de usuario esta dada por €l navegador web.

Antes de iniciar el cdculo de la suma de Minkowski, es posible degir € algoritmo que se desea usar en la
resolucién del problema. Para eta herramienta se implementaron dos algoritmos que cdculan la suma de
Minkowski de poligonos convexos, € algoritmo que denominamos de algoritmo de fuerza bruta, que tiene una
complegjidad de geaucién de orden cuadrético y el agoritmo que llamamos algoritmo mejorado, con una
complegjidad de gieaucion de orden lined.

Laideade implementar los dos algoritmos es que se puedan comparar la geaucién de los mismos; esto se haceasi
principalmente por los fines educativos que persigue la herramienta. De esta forma, es posible apredar los distintos
costos de geaucion que tienen los algoritmos, y observar con detenimiento como pa diversas estrategias, se aribaa
lasolucién de un problema.

Para llevar a cado la implementadén e los algoritmos que cdculan la Suma de Minkowski fue necesaria la
implementacién de otros algoritmos propios de la Geometria Computacional. En el algoritmo de fuerzabruta para d
cdculo de la suma de Minkowski usamos el conocido Scan de Graham, que permite clcular € cierre mnvexo de
una nube de puntos con O(n log n) [4]. En el algoritmo mejorado, usamos una variadon espeda del método e
rotadon de cdibres para cdcular los puntos extremos de los poligonos [10]. Otro agoritmo auxiliar que utili zamos
es latriangulacién de paligonos, aplicado alos poligonos no convexos. En este cao implementamos el algoritmo de
Kong, que & unavariadon del algoritmo de “corte de orejas’ [6].



3. Conclusiones

En este trabajo se describié una herramienta didadica para ser utilizada como apoyo en la ensefianza de la
Geometria Computadonal, permitiendo mostrar € funcionamiento de los algoritmos usados para d cdculo de la
suma de Minkowski entre poligonos.

La utilizaddn de software aleauado fadlita €l proceso de ensefianza y favorece & alumno en el proceso de
aprendizge. Consideramos que este tipo e herramientas ofrecen facilidades en la ensefianza de la Geometria
Computadonal, puesto que las pradicas de laboratorios constituyen un complemento importante para dianzar
conceptos tedricos que sirven de marco apropiado en diferentes aplicadones que se pueden modelar como
problemas de tipo geométrico. Las implementadones que permiten mostrar con detalle la geaucion de distintos
algoritmos que redizan la misma tarea en forma pausada, continua o con demora, son (tiles para mejorar €l
entendimiento de diversos algoritmos de aualquier temética

Laherramienta esta disponible en lasiguiente direcadn:
http://www.dma.fi.upm.es/docencia/sequndocicl o/geomcomp/apli cagones.html

Cabe destaca que, esta herramienta puede ser ampliada para rediza otro tipo de operadones algebraicas entre
diferentes tipos de poaligonos, asi como también se puede pensar en € desarrollo de otras herramientas que
implementen sumas de Minkowski entre conjuntos de paligonosy sumas de Minkowski en tres dimensiones.
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